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pecto de que, en casos idénticos, el error de la observacion es esen.
cialmente fortuito é independiente de la amplitud del dngulo. Esaes,
por otra parte, la inica hipétesis razonable en todas aquellas circuns.
tancias en que ningin indicio prevenga.el dnimo en favor de unre.
sultado més que en favor de otro; pero no se crea, sin embargo, que
haciendo la distribucion por igual, se destruye en todos casos el
error, aun dando por cierto que los de cada 4ngulo sean numérie.
mente iguales; porque es claro que la diferencia entre 180° y lasuma
préctica de los dngulos, indica solamente que existen en ellos peque
fios errores; pero no da luz alguna respecto del signo con que éstos
entran en cada uno; y aquella diferencia no es mis que una resul
tante de tres cantidades que pueden ser iguales en valor, aungue
diferentes en signo. De esto se deduce que, al ejecutar la distribu:
¢ién, lo que se hace es combinar el error final con sus componentes,
de tal suerte que el que queda en cada éngulo’ después de repartida
la diferencia, puede aumentar ¢ disminuir el error primitivo de ob-
servacion,

Aunque las consideraciones precedentes, por su extremada senci-

llez, no necesitan del auxilio del cleulo, voy; sin embargo, 4 expre:
sarlas en el lenguaje algebraico, con el objeto de deducir de ellasla
medida aproximativa de la incertidumbre procedente de los errores
angnlares en la determinacion de la superficie. Sean &, y, 2 los pe-
quefios errores que se cometen al medir los tres 4ngulos 4, B, Cde
un tridngulo, y ¢ el exceso 6 defecto que resulta con relacion & la
suma tedrica. Puesto que los tres errores pueden ser positivos 0 né
gativos con igual probabilidad, es evidente que habr4 tres easos dis
tintos que son igualmente posibles, y son: 1¢ cuando los tres erors
son del mismo signo; 22, cuando los errores que corresponden 4 los
4ngulos adyacentes al lado conocido, son de signo contrario; 8% cuat:
do son iguales los signos de estos mismos. Habiendo designado po?
b el lado conocido, los tres casos estén representados por su orden e
las ecuaciones signientes:

imiy:i:z_-::l:e y :l::c:l:y;z::j:e

ToFyte=ke
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- Como en todos casos se distribuye « entre los tres dngulos, y puesto

que he designado por ¢, 2y y los que quedan en cada uno después de
reducirlos 4 180°, tendremos:

a==3[22—(2+y)] a==x}[20=(y—2)]
f=x1[2y—(2+2)] f==xi[2y—(2—2)]
r==%3[2s—(2+y)] r=%3[2¢+ (2 +y)]

t=£3 22— (=]
=42y (5+9)]
=25 =(a=)]

Admitamos ahora la hipétesis de igualdad numérica de los errores,
que estd fundada en las consideraciones de que me he ocupado. Su-
poniendo, pues, & =y = #, resulta en los tres casos:

o g== 4
8 f==x1zn
’ it (s

Por estos resultados se ve que exceptuando el primer caso, que es
el .més favorable, en todos los demis el error que subsiste en los an-
gulos puede aun exceder al primitivo, y entonces varfa de signo res-
pecto de los otros. Notese también que en los dos filtimos casos « es
igual 4 ¢, de modo que llamando = }« el valor medio del error tal
como se distribuye, se tendrd que los errores reales son:

e= 0 e =204 t=+90
B =0 F = ﬁ:$4w
r=10 r=F4du }’::’:2&}

Para sustituir estos valores en la segunda de las ecuaciones (2)
demos 4 los 4ngulos del tridngulo el valor de 60°, tanto por serla
forma equilitera la que se procura dar 4 los elementos de una cade-
12 trigonométrica, como por ser 60° la amplitud media de los dngu-
log que s observan comunmente en los demés métodos topograficos,
haciendo abstraceion de los suplementos, puesto que dos 4ngulos su-




412

plementarios tienen numéricamente iguales sus lineas trigonométr-
cas. En este concepto, el valor de nen cada uno de los tres casos que
he considerado serd:

n=0 n=z4wscot 60°sen. 1" === 8 ws cot. 60° sen. 1

La naturaleza de los errores angulares es de tal manera accidental
atendidas las principales causas que los originan, que no puede du-
darse que, en identidad de circunstancias, son igualmente probables
los tres casos anteriores. Como prueba de esta verdad pueden citar-
ge los hechos de que en una triangulacién casi siempre se verifica que,
el nimero de tridngulos cuyo error es por exceso, con poca diferen-
cia es el mismo que el de aquellos en que el error es por defecto,y
de que la suma de los errores positives no difiere mucho de la delos
negativos. Ambos hechos reunidos tienden 4 nulificar el valor medio
del error angular, y son tan generales, que casi bastan por si solos,
aun sin atender 4 otras consideraciones, para justificar el principio
tan conocido de los topbgrafos, de que siempre que se tenga libre I
eleccion de los procedimientos, debe procurarse medir en el terreno
muchos 4ngulos y pocas lineas, sin hacer jamés lo contrario. Yo e
tableceria otro que no me parece menos cierto, y es el de que cuando
en una triangulacion el ndmero de tridngulos de error positivo difie-
re notablemente de aquel en que el error es por defecto, 6 bien cuan-
do la suma absoluta de log errores por exceso se aleja mucho dela
que producen los negativos, debe buscarse alguna causa de error cong:
tante, alglin vicio radical en el instrumento, en su colocacion 6 en el
modo de usarlo; porque los errores verdaderamente fortuitos siems
pre tienden & destruirse mutuamente. Después haré la cornparacion
de algunas triangulaciones que corroboran este aserto; pero antes ha-
gamos extensiva 4 toda la superficie las consideraciones que se han
hecho respecto de uno de sus elementos, admitiendo desde luegola

* hipbtesis de ser igualmente posibles los tres casos de que hice men:
cidn.

Sean 8;, 8,, S5 respectivamente las porciones de la superficie to-
tal S en que tiene lugar cada uno de los casos; oy, vy, 0 los enors
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angulares medios que les corresponden; y gy, 55 g5 los: coeficientes
que miden la incertidumbre, esto es:

(=0 q=7F40,00L60°sen.1" ¢ = = 8w, cot 60°sen. 1"

Designando ahora por N el error de toda la superficie, debido 4
log errores angulares, y por g su coeficiente, se tiene:

N:q}s:qlsl"‘qﬁse“"gli‘gS

Como suponemos que todos los casos son igualmente probables, y
por otra parte, los tridngulos nunca son muy desiguales en dimen-
siones, resulta que cada una de las porciones puede considerarse sen-
siblemente igual & la tercera parte de la superficie total; y 51 toma-
mos en lugar de w,, vy, y v, el promedio de los errores, de tal suerte

ue w repres : 1 i 10
ué o rep ente el error angular medio de la triangulacion entera,
8¢ obtiene:

N=qgS8=1:4%08cot 60°sen: 1" v...ccvurnrvriinnn ©)

Por comodidad he calculado la tabla siguiente de los valores del

- ; - ) 4 I
coeficiente medio g = == 4w cot. 60°sen. 17, expresando 4 o en se-
gundos desde 1" hasta 6/, ‘

—

(]

~

0.000000 10” 0.000037
. 4 20 L4

. 8 30 oy
12 40 . 149

e 50 4 [y
0.000020 60 0.000224

0.000224
. 448
672

895

o 1120
0.001344

T O H= GO BD =

La-s formulas (4) y (5) dan separadamente la influencia de los erro-
168 lineales y angulares; y aunque se comprende con facilidad que
?‘",Y g pueden tener el mismo signo 6 signos contrarios, conviene con-
Siderar el caso ms desventajoso en que tanto los errores lineales co-

10 los angulares conspiren 4 producir el mismo efecto, de modo que
el érror final de la superficie S sers:

E=M4+ N=+ ()il T st (6)
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908. Paso ahora 4 comparar los resultados de varias triangulagio- . La comparacién de estos resultados da & conocer desd
nes ejecutadas unas por mi y otras por diversas personas, pero todss en general, o va decreciendo al paso que R se %er. L llfeg'o que,
con buenos instrumentos. Para facilitar su inspeccion presenténdo- perior que es la unidad; y es digno de notarse qu m.i Sampdinditocans
las en forma de tabla, llamaré E la relacion entre el namero de tridn- ricamente igual en toda una triangulacion de?) e 81 Tfa fuese numsé-
gulos que dieron error por exceso y el de los que lo dieron por de- siempre que R fuese igual'4 1. Enbe i ios ell 1a resultar o= 0
fecto. Siendo m, yn, €s0s NMEros, se tomars el menor de ellospor drian expresarse asi: ’ valores de m y @ po-
numerador 4 fin de que E nunca sea mayor que 1. Designaré igaal
mente por m el término medio numérico de los errores, esto es,la " =
siima absoluta de ellos, con abstraccion de sus signos, dividida por
ol ntmero de 4ngulos observados; miéntras que o representa el me quedivididos uno por otro dan:
dio aritmético atendiendo & los signos; 6 lo que es lo mismo, slendo |
¢, la suma de los errores positivos, ¢, la de los negativos y n el ni- | O By

n

we= Pa=ny)m
n

mero total de tridngulos, se tendra: ‘ m e 75

mas COmO con JStI‘ ; ) .:'J ) i e
| 3 ¢ accion del Bl 8 1en E I
J | 1 oNno e t ene R ’2] 3 SllpODIG dO

A A e o ahialy | 1 -
= . ty >y, podréd transformarse la ecuacién anterior en la siouiente
\ a l :

Como también conviene hacer mencion del ntimero de tridngulos, o Rk
del de observaciones y del de vernieres, asi como de la aproximacion R+41
angular del instrumento, la tabla que sigue contieng todos esos da-
tos. En ella se han arreglado las triangulaciones por los valores cre-

q“;ﬂuhﬁcm.& el valor o cuando R =1, 4 bien cuando n, =

- Puede suceder que B i e : Lof5T a1
Pl iaain : que i sea igual 4 1 sin que w sea nula, 6 al con-
; proviene de que m no es numéricamente el mj i e 0
én toda la tri = : nte el mismo - i i 1
.. riangulacion, pues designando por m;, m, los error I
dios por exceso y por defecto, y por u un coefi . Mg res me- | i
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d_ﬁ: eitaw Lec'uacu’m puede ser.R =1, y @ no serd nulo mé4s que cuan-
. tal 93 ¥ por fal f:ontra1'1o, puede tenerse w =0, para lo cnal
j nﬁs que Ru =1, 6 bien que los valores numéricos de m y m, sean
E:;rs;;n;:;lite]aoprsporcion?flies 4 los m:nneros de triéngulés fnlgy ox
B (}c{rie’ sz \71'61‘1 ca en 13 triangulacién 11T de la tubla, en
B_m&m.e : a'nbu os did 180° por suma, y como # es igual 4 4

nte, el valor de R es bastante pequefio no obstante la bondad
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dela operacién. En igualdad de circunstancias, es claro que mien-

tras mayor sea n debe notarse mejor la simnltaneidad de los valones

R=1yo=0

Como el hecho de ser m igual y de distinto signo en ambas parte
de una triangulacién, debe considerarse como una prueba de queel
error angular es esencialmente fortuito, 6 por lo menos es un indieio
de mucho peso de que no hay error constante de importancia en lag
observaciones, creo como dije antes, que s podré juzgar de 1a bon-
dad 6 mérito relativo de una triangulacién, por la proximidad deR
4 1a unidad, al mismo tiempo que por la pequeiiez de w.

Otro hecho que manifiesta la tabla anterior, muy curioso y nome-
nos interesante bajo el punto de vista préctico, es que los valores de
my @ no guardan relacion constante con la aproximacién angular
del instrumento, aun teniendo en cuenta los nimeros de repeticio:
nes y de nonius; y esto parece indicar que puede alcanzarse la misma
exactitud con un teodolito cuya graduacion no esté muy subdividida
que con otro de mucha aproximacion, con tal que el primero este
bien construido. Con esta condicion puede asegurarse, casi sin temor
de equivocacion, que el valor de v no exceders de 4’/ 4 6/ repitiendo
los 4ngulos de dos 4 seis veces, que s lo bastante para las operacit-
nes mis delicadas de la topografia, aun suponiendo que el instrls
mento sélo permita la lectura directa de 1’ como sucede comunmen:
te en los teodolitos pequefios. Sise atiende ahora 4 los valores deg,
ge verd que es de esperarse que la incertidumbre que resulte en la
superficie & causa del error angular, no pase de 0,00002,8 en und
triangulacién ejecutada con esmero, sirviéndose de un teodolito dig:
no de confianza.

Aungue los resultados que constan en la tabla, por ser Dastante
variados, proporeionan una buena prueba de las consecuencias 4 4ié
me habia conducido sélo la teoria, convendré presentar otros quey
obtenidos por procedimientos defectuosos, indican desde lnego 1o
existencia de vicios de ejecucion, por la simple inspeccion de los ré-
sultados finales. Las operaciones que siguen, tabulabas como. auteh
se han practicado con teodolitos que tenfan algin defecto; agl, pO¥
¢jemplo, en la primera 8¢ midieron los dngulos haciendo Ja lecturd
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deun solo vernier por estar muy deteriorado el otro. En Ta que v:
sefialada con el nlimero IT se midieron dos 4ngulos de cada tr?é: ?
lo cqn el mismo teodolito, y el tercero con un instrumento en buger
estado. En la IIT se tomaron los 4ngulos con el mismo teodolit :
que se gjecuto la triangulacion niimero VIII de la tabla preced{; c‘? n
o que recibio despues un golpe que probablemente deformé ;jl ;
ol limbo. La IV se hizo por varias personas midiéndose dos 4ng lgo
de cada tridngulo con un buen instrumento, y el tercero conc tJltl i
dolito que solo tenia servible uno de sus nonius. Las trian 0*111; e
VyV-Ifueron ejecutadas por un ingeniero que, por falt:; demboues
feodolito, se vio obligado 4 trabajar con uno qu’e 4 consecuenci o
mn golpe, tenia sensiblemente separados el limbo y la alidazznil)ﬂqu
’

hacia muy dudosa 1 ani
a lectura del Gnico verni
ernier que se con
rezular estado. 1 s

NUMERO DE

Tridngulos. ‘ Repeticiones, | Vernieres. | Aproximaeidn.

12 ‘ 10" |
4 10
14 60
6 10

13
» 10

co-Hrooo
e O D e o
%16;@@3383

Sl no sé supieran de antemano los defectos de que he hecho men-
::::; 1::) 121:35:; pcarte de es.t(’)s resultados infli@ﬂl”iﬂﬂ un vestigio de
e I;a 1;)en eXCopeion A0us0 dela tx:mngalaei(m ntmero IV,
- r habido una compensacién casual.

d.2.09. .Ind1quemes ahora el modo de fijar los valores de 7 y @ par
I:terragmados i}astrumentos. Se ha visto que r representa eluerrolij' d:
de;iin?i;lz jf;a;’mla., de modo i midiendo con un instrumento
iy inea cuya 'IOPgltlld W Goneea exactamente, la di-
que se obtenga servird para deducir el valor de » que corres-

Topografia.—28,
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ponda & ese instrumento, y repitiendo las pruebas varias: veces g
llegard 4 un resultado medio de bastante precision. Mas como enne.
lidad es imposible conocer la longitud matemdticamente exacta de
una linea, no queda més recurso que tomar por término de compan-
cién la que se obtiene por aquellos procedimientos que pueden gu.
ministrar resultados tan aproximados 4 la verdad como se necesita
en las aplicaciones mds delicadas de la geometria; tales son, por gjem-
plo, las lineas medidas por métodos geodésicos.

En general, de este medio me he valido para hacer algunas expe
riencias dirigidas &4 determinar el valor de 7. Habiendo medido geo-
désicamente una pequeiia base de 502".198, repeti la medida conun
resorte de acero, por el método expuesto en los nameros 19 y 20,y
hallé 502°.063. Por diferencia se obtiene d b= 0135, de dondere:
eulta: r =5 = 0.00027.

Por encargo mio, el ingeniero D. Miguel Iglesias midi6 con un de-
chmetro comtn de eslabones de hierro un tramo de Ia base geodssie
en que se apoya la triangulacion del Valle de México. La longitad
exacta de ese tramo era 1849693, y el Sr. Iglesias, Ilevandoen
cuenta el grueso de las fichas, hall6 1848".746, por lo cual se obtiene
r = 0.00051 para ese instrumento. ;

8i se hubiera despreciado el grueso de las fichas, como se hace ¢o-
munmente en las medidas de detalles, habria resultado 1847=.018; §
entonces se obtendria r = 0.00096.

También tuve ocasién de comparar la longitud de una lined de
4239, bien medida, con el resultado que di6 un cordel de cinam
encerado de 50 varas, como lo usan todavia algunos précticos, y hall
una diferencia de 217, lo que produce » = 0.00495. El ingeniero .
Francisco Jiménez, que ha hecho también algunas comparacionesds
esos cordeles con instrumentos més perfectos, me asegura, sin el
bargo, haber hallado diferencias superiores 4 1 por 100, lo quesup
ne & » mayor que 0.01.

Los valores precedentes de » para cada instrumento no deben cor
siderarse como concluyentes, tanto por haberse deducido de muy

pocos experimentos, como porque se han obtenido midiendo: s
horizontales, y generalmente con un ésmero superior al que se tiené
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en las medidas comunes, Por eso me parece indudable que en la ma-
yor parte de los casos deben ser mucho méds considerables; y es de
desearse que los ingenieros que se hallen en posibilidad de hacer esta
dlase de observaciones, contribuyan con sus experimentos 4 la asig-
pacion de ese limite, del que pueden derivarse tan importantes con-
gecuencias, variando al efecto las circunstancias de las observaciones
para que el promedio que corresponda 4 cada instrumento sea real-
mente el que conviene 4 las condiciones comunes en que se usa. Por
ahora, basta lo expuesto para mi objetoy 4 reserva de valerse de gua-
rismos més exactos cuando se hayan determinado para cada instru-
mento y para cada sistema peculiar de operaciones, supondré los va-
lores siguientes:

1°—Para el resorte de acero.............. o e e ol r = (.00025
9°—Para la cadena comin con el grueso de las fichas...... » = 0.00050
3°—Para la cadena comin sin el grueso de las fichas r = (.00100
4°—Para el cordel encerado (como minimum)......... AE S v = 0.00500

En cuanto al valor de o del cual depende g, lo suministra el resul-
tado de una triangulacion, segln se ha visto en las tablas preceden-
fes; y respecto del que corresponda 4 cualquier otro de los gonid-
metros que se usan en la planometria parcial, es ficil hallar un resul-
tado medio, tomando con él los tres 4ngulos de un tridngulo 6 bien
varios 4ngulos al derredor de un punto, y comparando su suma con
la suma tedrica, En el primer caso, si ¢ es la diferencia de los obser-
vados respecto de 180°, se tendréi: » =} ¢; en el segundo, siendo n
¢l nmero de dngulos y ¢ su diferencia 4 360°, se tiene: o :% £,
Es necesario hacer repetidas observaciones y tomar el término medio
de todos los resultados. Este método suministrard a priori el valor
medio de » para un instrumento dado; pero si después de levantado
un plano, pueden compararse las sumas de los dngulos interiores de
los poligonos que lo forman con la suma tedrica (n — 2) 180°, siendo
e la diferencia y n el nimero de 4ngulos de cada poligono, se obten-
dré en término medio el valor de » que conviene 4 esa operacion,
por la formula « = }t e,

Por medio de esas comparaciones, aplicadas 4 operaciones topo-
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grificas de diversas clases, y ejecutadas por distintos ingenieros, he
hallado con poea diferencia los valores siguientes, Para las triangy.
laciones, = =+ 5'/; para los levantamientos hechos con otros gonig:
metros, ¢ con la brijula tomando en cada estacion los azimutes di-
recto & inverso @ = =+ 8/; y para los casos en que sélo se toman los
directos, o = + 6/. Tomando con estos datos los valores de g enla
pequefia tabla que se formo antes, y designando por C el coeficienta
27+ ¢ de la ecuacién (6), pueden calcularse entre otras muchas, lag
siguientes combinaciones principales:

Para triangulaciones en que se emplea el resorte C = == 0.00062
Para triangulaciones en que se usa la cadens COMUN...coiociiesraiee C = % 000102
Planos levantados con cadena y brijula tomando los dos azimutes.... 0 = = 0.00367
Planos levantados con cadena y briijula temando un solo azimut G = =.0.00334
Planos levantados con cordel y brijula tomando un solo azimut C = + 0.01134

86lo con el objeto de hacer en el Capitulo siguiente algnnas apli-
caciones de la formula (6) es por lo que adopto estos guarismos, ¢o-
mo podria haber adoptado arbitrariamente cualesquiera otros; pero
repito que los valores de » deben determinarse por el examen de los
datos correspondientes 4 una operacién ya terminada, & bien caleu-
lar para cada instrumento un valor medio, deducido de la experien-
cia, con el fin de formarse una idea « priori del error que puede co-
meterse en la medida de una superficie. Con ese dato y con el valor
de r que también experimentalmente se haya asignado al instrumento
con que se miden las lineas, se podrd calcular el del coeficiente Gy
por congecuencia el error posible, asi como todas las otras cantidades
que pueden derivarse de éste, segtin vamos 4 indicarlo.

CAPITULO VL

CONSECUENCIAS DE LA INVESTIGACION ANTERIOR.

210. Cuando dos ingenieros ejecutan la medida de una misma li-
nea 6 de una misma superficie, aunque sigan los mismos métodos
con igual habilidad y en circunstancias. enteramente semejantes, se
gncuentra que sus resultados jamés son idénticos, lo cual se explica
por la existéncia de las causas de error que se han enumerado. Sea
L la longitud exacta de unalinea, [y y [, respectivamente los resulta-
dos de uno y otro ingeniero, y finalmente, d /; y d{, los errores que
les corresponden, atendiendo 4 los valores de » que convengan 4 los
instramentos de que hacen uso. Es claro que habiendo ambigiiedad
en los signos de esos errores, puede suceder en el caso extremo, que
uno de los topografos se aleje de la verdad por exceso, y el otro por
defecto, de modo que se tendrén Jas dos ecuaciones:

e e ) i =reedil

Bestando una de la otra y designando por ¢ la diferencia entre los
dos resultados, se obtiene:

b=+ (dl,+4dl,)

eouacion que representa la cantidad que podrdn diferir, sélo en vir-
tud de los errores puramente aceidentales 6 inherentes 4 las opera-
ciones, Esta diferencia admisible es la que designaré con el nombre
de tolerancia.




