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pecto de que, en casos idénticos, el error de la observación es esen­
cialmente fortuito é independiente de la amplitud del ángulo. Esa es, 
por otra parte, la única hipótesis razonable en todas aquellas circuns­
tancias en que ningún indicio prevenga.el ánimo en favor de un re­
sultado más que en favor de otro; pero no se crea, sin embargo, que 
haciendo la distribución por igual, se destruye en todos casos el 
error, aun dando por cierto que los de cada ángulo sean numérica. 
mente iguales; porque es claro que la diferencia entre 180° y la suma 
práctica de los ángulos, indica solamente que existen en ellos peque­
ños errores; pero no da luz alguna resrecto del signo con que éstos 
entran en cada uno, y aquella diferencia no es más que una resul­
tante de tres cantidades que pueden ser iguales en valor, aunque 
diferentes en signo. De esto se deduce que, al ejecutar la distribu­
ción, lo que se hace es combinar el error final con sus componentes, 
de tal suerte que el que queda en cada ángulo después .de repartida 
la diferencia, puede aumentar 6 disminuir el error primitivo de ob­

servación. 
Aunque las consideraciones precedentes, por su extremada senci­

llez, no necesitan del auxilio del cálculo, voy, sin embargo, á expre­
sarlas en el lenguaje algebraico, con el objeto de deducir de ellas la 
medida aproximativa de la incertidumbre procedente de los errores 
angulares en la determinación de la superficie. Sean ro, y, z los pe­
queños errores que se cometen al medir los tres ángulos .A, B, O de 
un triángulo, y e el exceso ó defecto que resulta con relación IÍ la 
suma teórica. Puesto qu~ los tres errores pueden ser positivos ó ne­
gativos con igual probabilidad, es evidente que habrá tres casos dis­
tintos que son igualmente posibles, y son: 1? cuando los tres errores 
son del mismo signo; 2?, cuando los errores que corresponden á los 
ángulos adyacentes al lado conocido, son de signo contrar.io; 3?, cuan• 
do son iguales los signos de estos mismos. Habiendo designado por 
b el lado conocido, los tres casos están representados por su orden eo 
las ecuaciones siguientes: 

+x±y±z= ±, ±x±y+z=±e 
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Como en todos casos se distribuye, entre los tres áugulos, y puesto 
que he designado por ª, /3 y r los que quedan en cada uno después de 
reducirlos á 180°, tendremos: 

a=±¼ [2x-(z+y)] 
P=±¼[2y-(x+z)] 
r=± ¼ [2z-(x+y)] 

a=±¼[2x-(y-z)] 
f3=±¼[2y-(x-z)] 
r = ::¡: ¼ [2z + (x +y)] 

a=±¼[2x-(z-y)] 
(3= ::¡:¼ [2y+(x+,)] 
r=±i[2z-(x-y)] 

Admitamos ahora la hipótesis de igualdad numérica de los errores, 
que está fundada en las consideraciones de que me he ocupado. Su­
poniendo, pues, ro= y= z, resulta en los tres casos: 

a=± ix 
/3=±ix 
r= ::¡:¼x 

a=± ix 
/3=::¡:¼x 
r = ± ix 

Por estos resultados se ve que exceptuando el primer caso, que es 
el más favorabl.e, en todos los demás el error que subsiste en los án­
gulos puede aun exceder al primitivo, y entonces varía de signo res­
pecto de los otros. Nótese también que en los dos últimos casos ro es 
igual á ', de modo que llamando w = t, el valor medio del error tal 
como se distribuye, se tendrá que los errores reales son: 

a= O a=+ 2w a=±2w 
i3= o /3=±2w (3=::¡:4w 
r= o r=::¡:4w r=±2w 

Para sustituir estos valores en la segunda de las ecuaciones (2), 
demos á los ángulos del triángulo el valor de 60º, tanto por ser la 
forma equilátera la que se procura dar á los elementos de una cade­
na trigonométrica, como por ser 60° la amplitud media de los ángu­
los que se observan comunmente en los demás métodos topográficos 
ha. ' ciendo abstracción de los suplementos, puesto que dos ángulos su-

'I 
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plementarios tienen numéricamente iguales sus líneas trigonométri­
cas. En este concepto, el valor de nen cada uno de los tres casos que 
he considerado será: 

n=O n = ::¡:: 4 w s col. 60º sen. 1" n= ± 8 wscot. 60° sen.1" 

La naturaleza de los errores angulares es de tal manera accidental 
atendidas las principales causas que los originan, que no puede dn­
dar&e que, en identidad de circunstancias, son igualmente probables 
los tres casos anteriores. Como prueba de esta verdad pueden citar­
se los hechos de que en una triangulación casi siempre se verifica que, 
el número de triángulos cuyo error es por exceso, con poca diferen­
cia es el mismo que el de aquellos en que el error es por defecto, y 
de que la suma de los errores positivos no difiere mucho de la de los 
negativos. Amboi hechos reunidos tienden á nulificar el valor medio 
del error angular, y son tan generales, que casi bastan por sí solos, 
aun sin atender á otras consideraciones, para justificar el principio 
tan conocido de los top6grafos, de que siempre que se tenga libre la 
elección de los procedimientos, debe procurarse medir en el terreno 
muchos ángulos y pocas líneas, sin hacer jamás lo contrario. Yo e&­

tablecería otro que no me parece menos cierto, y e_s el de que cuando 
en una triangulación el número de triángulos de error positivo difie­
re notablemente de aquel en que el error es por defecto, ó bien cuan­
do la suma absoluta ele los errores por exceso se aleja mucho ds la 
que producen los negativos, debe buscarse alguna causa de error cons­
tante, algún vicio radical en el instrumento, en su colocación ó en el 
modo de usarlo; porque los errores verdaderamente fortuitos siem· 
pre tienden á destruirse mutuamente. Después haré la comparación 
de algunas triangulaciones que corroboran este aserto; pero antes ha• 
gamos extensiva á toda la superficie las consideraciones que se han 
hecho respecto de uno de sus elementos, admitiendo desde luego la 

' hipótesis de ser igualmente posibles los tres casos de que hice men· 
ción. 

Sean 8
11 

S
2

, S
3 

respectivamente las porciones de la superficie to­
tal Sen qne tiene lugar cada uno de los casos; w1 , w2 , "'s los f!JTOT'IA 
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angulares medios qne les corresponden· y q q q 
' 1' 2, 3 los coeficientes 

que miden la incertidumbre, esto es: 

q, = O q, = ::¡:: 4 w, cot. 60º sen. 1" q, = ± 8 w, cot. 60º sen.1" 

Designando ahora por N el error de toda la superficie, debido á 
los errores angulares, y por q su coeficiente, se tiene: 

N=q B=q, S, + q·,s,+ q,S, 

Como suponemos ~ue todos los casos son igualmente probables, y 
J'.°r otra parte, los triángulos nunca sou muy desiguales en dimen-
s10nes, resulta qne cada una de las porciones puede c 'd . . ons1 erarse sen-
B1blemente igual á la tercera parte de la superficie total; y si toma-
mos en lugar de "'1, "'" Y "'a el promedio de los errores, de tal suerte 
que w represente el error angular medio de la triangulación entera 
se obtiene: ' 

N = q S = ± t w S cot. 60º sen.1" ........... ....... (5) 

Por comodidad he calculado la tabla siguiente de los valores del 
coeficiente medio q = + ¼;, cot. 60º sen.1", expresando á "' en se-
gundos desde 1" hasta 6'. · 

i " 1 
q 

1 
w q " r-

q 

1 
O" 0.000000 10" 0.000037 1' 0.000224 
1 4 20 75 2 
2 8 30 112 
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3 
3 672 

12 40 149 4 
4 895 

16 50 187 5 1120 5 0.000020 60 0.000224 6 0.001344 

La_s fórmulas (4) y (5) dan separadamente la influencia de los erro­
ns lineales Y angulares; y aunque se comprende con facilidad qne 
? q pueaen tener el mismo signo ó signos contrarios, conviene con­
siderar el caso más desventajoso en que tanto los errores lineales co­
mo los angulares conspiren á producir el mismo efecto, de modo que 
el error final de la superficie S será: 

E=M+N= ±(2r+q)S .................... (6) 
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208. Paso ahora á comparar los resultados de varias triangulacio­
nes ejecutadas unas por mí y otras por diversas personas, pero todu 
con buenos instrumentos. Para facilitar ~u inspección presentándo­
las en forma de tabla, llamaré R la relación entre el número de trián­
gulos que dieron error por exceso y el de los que lo dieron por de­
fecto. Siendo n

1 
y

1
n

2 
esos números, se tomará el menor de ellos por 

numerador á fin de que R nunca sea mayor que l. Designaré igual­
mente por m el término medio numérico de los errores, esto es, la 
suma absoluta de ellos, con abstracción de sus signos, dividida por 
el número de ángulos observados; miéntras que w representa el me­
dio aritmético atendiendo á los signos; ó lo que es lo mismo, siendo 
,

1 
la suma de los errores positivos, , 2 la de los negativus y n el nú­

mero total de triángulos, se tendrá: 

Como también conviene hacer mención del número de triángulos, 
del de· observaciones y del de vernieres, así como de la aproximación 
angular del instrumento, la tabla que sigue contien~ todos esos da· 
tos. En ella se han arreglado las triangulaciones por los valores cre-

cientes de R. 

NÚMERO DE 

m " La. tt!ag, Trl&ngulos. \ Repe ticiones . \ Yernleru. A.prodm &elón, B 
1 ' 

I 29 de 3 á 6 2 10" 0.45 7."4 - 3."4 1 

11 28 6 2 20 0.47 9. 3 - 3. 4 

IlI 4 3 2 60 0.50 11. 7 - 0. 8 1 

IV 11 2 3 10 0.57 4. 9 + l. 1 1 

V 15 6 2 10 0.67 7. O - 1. 8 1 

VI 75 6 2 60 0.70 6. 8 - 1. 9 

Vil 29 6 2 20 0.71 6. 7 + l . 8 1 

vm 12 2 2 60 0.71 24. 6 + 2. 9 1 

IX 7 6 4 10 0.75 3. 5 - O. 9

1 X 42 12 2 10 1.00 1. 8 o. o 
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La comparación de estos res'ultados da á d conocer esde Iueg 
en general, w va decreciendo al paso que R se acer , .º que, 
perior que es la unidad· y es digno d t ca á su hm1te su­. . ' e no arse que si f , 
11camente igual en toda una triangulac· , d b , m uese nume­. wn, e ena resultar w o 
siempre que R fuese iguahí 1 En e' t 1 = , · ,ec o os valores d 
d11an expresarse así: ' e m Y w po-

ni = (n , +n, ) ,n 
n 

que divididos uno por otro dan: 

w 

mas como, con abstracci6n del sio-no se tiene R - n, . 

> d 
O ' -- supomend 

n, ni, po rá transformarse la ecuación a t . n, ' . . o n enor eu la s1gul€11te: 

R - 1 
w=11i--

R+ l 

que nulificará el valor ., cuando R _ 1 6 b' p d - , 1€n cuando n -n 
ue e suceder que R sea igual á 1 · 

1 
-

2
• 

t 
• sm que w sea nula , 1 

rano; pero esto proviene de , o a con-que in no es numéricament l • 
e~ toda la triangulación, pues designando por m 1 e e mrnmo 
dios por exceso d ~ 1, m, os errores me­
R u - m, n, Y por. e ecto, Y por u un coeficiente tal que se ten"a 

P 
-d m, n, ' será fácil obtener por consideraciones análoo-as , 1º 

rece eutes. ' o a as 

w=,n Ru - 1 
R u +l 

En esta ecuación puede ser R _ 1 á dom - . . - ' y w no ser nulo más que cuan-

b 
1 - m2' y por el contrano, puede tenerse w - O 1 

asta que R l , 
1 
· - , para o cual 

. u= 'o nen que los valores numéricos de 
IDversamente proporcionale á 1 , . m1 Y "'2 sean 
&to . s os numeros de tnáno-ulos 11 

es casi lo que se verifica en la triangulación III de la t· bl y n2 , 

que uno de los triángulos dió 180º ~ a, en 
aolam t 

1 
por suma, Y como n es igual á 4 

en e, e valor de R es bastante pequeño no obstante la bondad 
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de la operación. En igualdad de circun~tancias, ~s claro que mien­
tras mayor sean debe notarse mejor la s1multane1dad de los valoree 

R=l y w=0, 
Como el hecho de ser m igual y de distinto signo en ambas partes 

de una triangulación, debe considerarse como una prueba de_qu~~ 
error angular es esencialmente fortuito, ó por lo menos es nn mdicio 
de mucho peso de que no hay error constante de i'.°portancia en laa 
observaciones, creo como dije antes, que se podrá ¡uzga: d_e la bon­
dad ó mérito relativo de una triangulación, por la proximidad de R 
á la unidad, al mismo tiempo que por la pequeñez de w: 

Otro hecho que manifiesta la tabla anterior, muy curioso Y no me­
nos interesante bajo el punto de vista práctico, es que los valores de 
m y w no guardan relación constante con la a~roximación ang_u~r 
del instrumento, aun teniendo en cuenta los numeras de repe~cio­
nes y de nonius; y esto parece indicar qu_~ puede al,canzarse la _mIB~& 
exactitud con un teodolito cuya graduamon no este muy subdlVldida 
que con otro de mucha aproximación, con tal que el pr'.m.ero esté 
bien construído. Con esta condición puede asegurarse, casi sm '.emor 
de equivocación, que el valor de w no excederá de 4

11 
á 6

11 
repitien~o 

los ángulos de dos á seis veces, que es lo bastan:e para las op~racio­
nes más delicadas de la topografia, aun supomendo que el mstru• 
mento sólo permita la lectura directa de 1' como sucede comunmen· 
te en los teodolitos pequeños. Si se atiende ahora á los valores de q, 
se verá que es de esperarse que la incertidumbre que resulte en 1A 

superficie á causa del error angular, no pase de 0,00002 S _en u_na 
triangulación ejecutada con esmero, sirviéndose de un teodolito dig-

no de confianza. w 
Aunque los resultados que constan en la tabla, por ser bastan 

· 'que 
variados, proporcionan una buena prueba de las consecuencias 3 

me había conducido sólo la teoría, couvendrá presentar otros que, 
, · d' d de luego 1A obtenidos por procedimientos de,ectuosos, m 1can es 

· 1 · · ' d los re-existencia de vicios de ejecución, por la s1mp e mspecc10n e 
sultados finales. Las operaciones que siguen, tabulabas como ~ntei, 

se hau practicado con teodolitos que tenían algún defecto; as.i, por 
ejemplo, en la primera se midieron los ángulos haciendo la lectura 
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de un solo vernier por estar muy deteriorado el otro. En Ia que va 
señalada con el número II se midieron dos ángulos de cada triángu­
lo con el mismo teodolito, y el tercero con un instrumento en buen 
estado. En la III se tomaron los ángulos con el mismo teodolito con 
que se ejecutó la triangulación número VIII de la tabla precedente; 
pero que recibió despues un golpe que probablemente deformó algo 
el limbo. La IV se hizo por varias personas midiéndose dos ángulos 
de cada triángulo con un buen instrumento, y el tercero con un teo­
dolito que sólo tenía servible uno de sus nonius. Las triangulaciones 
Vy VI fueron ejecntadas por nn ingeniero que, por falta de buen 
wodolito, se vió obligado á trabajar con uno que á consecuencia de 
uu golpe, tenía sensiblemente separados el limbo y la alidada, lo que 
hacia muy dudosa la lectura del único vernier que se conservaba en 
regular estado. 

1 

1 
NÚMERO DE 

,, 

I: 1Alllaa1.1 Trl4nguJos. Rtl)l!tlclones. / Vel'DleNlB. Aproxim&cióu. B 
1 

m Q 

! 

I 12 6 1 10" 0.33 9."6 + 7.0 
1 11 4 6 10 0.33 8. 6 + 6.7 
1 

.... .. 
III 14 2 2 60 0.40 32. 6 + 10.4 
IV 6 6 ...... 10 1.00 9. 1 + 1.8 

,V 13 5 1 10 0.86 32. 6 - 8.2 i VI 22 5 1 10 0.47 8. O - 4.6 

Si no se supieran de antemano los defectos de que he hecho men­
ción, la mayor parte de estos resultados indiaarían un vestigio de 
error constante, con excepción acaso de la triangulación número IV, 
en que parece haber habido una compensación casual. 

209. Indiquemos ahora el modo de fijar los valores de ,. y w para 
determinados instrumentos. Se ha visto que r representa el error de 
la unidad de distancia, de modo que midiendo con un instrumento 
det•rmiuado una línea cuya longitud se conozca exactamente la di-. , 
lerencia que se obtenga servirá para deducir el valor de r que corres-

'l'opogrdia,-,s, 



418 

ponda á ese instrumento, y repitiendo las pruebas varias· veces Be 

llegará á un resultado medio de bastante precisión. Mas como en rea. 
lidad es imposible conocer la longitud matemáticamente exacta de 
una linea, no queda más recurso que tomar por término de compara­
ción la que se obtiene por aquellos procedimientos que pueden su­
ministrar resultados tan aproximados á la verdad como se necesitan 
en las aplicaciones más delicadas de la geometría; tales son, por ejem­
plo, las líneas medidas por métodos geodésicos. 

En general, de este medio me he valido para hacer algunllB eipe­
riencias dirigidas á determinar el valor de 1-. Habiendo medido geo. 
désicamente una pequeña base de 502m.198, repetí la medida con un 
resorte de acero, por el método expuesto en los números 19 y 20, y 
hallé 502•.063. Por diferencia se obtiene d b = om.135, de donde re-

db sulta: r = - 6 = 0.00027. 
Por encargo mío, el ingeniero D. Miguel Iglesias midió con un de­

cámetro común de eslabones de hierro un tramo de la base geodeeica 
en que se apoya la triangulacióc. del Valle de México. La longitud 
exacta de ese tramo era 1849m.693, y el Sr. Iglesias, llevando en 
cuenta el grueso de las fichas, halló 1848•.746, por lo cual se obtieee 

r = 0.00051 para ese instrumento. 
Si se hubiera despreciado el grueso de las fichas, como se hace co­

munmente en las medidas de detalles, habría resultado 1847".918; 1 
entonces se obtendría r = 0.00096. 

También tuve ocasión de comparar la longitud de una línea de 
4239•, bien medida, con el resultado que dió un cordel de cáñamo 
encerado de 50 varas, como lo usan todavía algunos prácticos, y hall! 
una diferencia de 21 •, lo que produce r = 0.00495. El ingeniero D. 
Francisco Jiménez, que ha hecho también algunas comparaciones de 
esos cordeles con instrumentos más perfectos, me asegura, sin em­
bargo, haber hallado diferencias superiores á 1 por 100, lo que supo­
ne á 1· mayor que 0.01. 

Los valores precedentes de 1· para cada instrumento no deben con­
siderarse como concluyentes, tanto por haberse deducido de muy 
pocos experimentos, como porque se han obtenido midiendo línllll 
horizontales, y generalmente con un esmero superior al que se tiene 

419 

en las medidas comunes. Por eso me parece indudable que enlama­
yor parte de los casos deben ser mucho más considerables; y es de 
desearse que los ingenieros que se hallen en posibilidad de hacer esta 
cllllle de observaciones, contribuyan con sus experimentos á la asig­
nación de ese límite, del que pueden derivarse tan importantes con­
secuencias, variando al efecto las circunstancias de las observaciones 
para que el promedio que corresponda á cada instrumento sea real­
mente el que conviene á las condiciones comunes en que se nsa. Por 
ahora, basta lo expuesto para mi objeto y á reserva de valerse de gua­
rismos más exactos cuando se hayan determinado para cada instru­
mento y para cada sistema peculiar de operaciones, supondré los va­

lores siguientes: 

1'-Para el resorte de acero ...................................... r = 0.00025 
~-Para la cadena común con el grueso de las fichas ...... r = 0.00050 
3'-Para la cadena común sin el grneso de las fichas ...... r = 0.00100 
4'-Para el cordel encerado (como mlni,nu,n) ................ r = 0.00500 

En cuanto al valor de w del cual depende q, lo suministra el resul-
tado de una triangulación, según se ha visto en las tablas preceden­
tes; y respecto del que corresponda á cualquier otro de los gonió­
metros que se usan en la planometría parcial, es fácil hallar un resul­
tado medio, tomando con él los tres ángulos de un triángulo ó bien 
varios ángulos al derredor de un punto, y comparando su suma con 
la suma teórica. En el primer caso, si , es la diferencia de los obser­
vados respecto de 180°, se tendrá: w = ¼,; en el segundo, siendo n 
el número de ángulos y• su diferencia á 360º, se tiene: w =_!_ ,. 

Es necesario hacer repetidas observaciones y tomar el término m:dio 
de todos los resultados. Este método suministrará a prio,·i el valor 
medio de w para un instrumento dado; pero si después de levantado 
un plano, pueden compararse las sumas de los ángulos interiores de 
los polígonos que lo forman con la suma teórica ( n - 2) 180º, siendo 
• la diferencia y n el número de ángulos de cada polígono, se obten­
drá en término medio el valor de w que conviene á esa operación, 
por la fórmula w = _!_,. .. 

Por medio de esas comparaciones, aplicadas á operaciones topo-
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gráficas de diversas clases, y ejecutadas por distintos ingenieros, he 
hallado con poca diferencia los valores siguientes. Para las triangu­

laciones, w = ± 511; para los levantamientos hechos con otros gonió­

metros, ó con la brújula tomando en cada estación los azimutes di­
recto é inverso w = + 3'; y para los casos en que sólo se toman los 

directos, w = ± 6'. Tomando con estos datos los valores de q en la 
pequeña tabla que se formó antes, y designando por C el coeficiente 

2 1· + q de la ecuación (6), pueden calcularse entre ~tras muchas, las 
siguientes combinaciones principales: 

Pam triangulaciones en que se emplea el resorte ........................... C = ± 0.00052 
Para triangulaciones en que se usa la cadena común ....................... O = ± O 00102 
Planos levantados con cadena y brújula tomando los dos az'imutes .... O = ± 0.00267 
Planos levantados con cadena y brújula ti,mando un solo azimut ...... O = ± 0.00334 
Planos levantados con cordel y brújula tomando un solo azimut., .... C = ± 0.01184 

Sólo con el objeto de hacer en el Capítulo siguiente algunas apli­
caciones de la fórmula (6) es por lo que adopto estos guarismos, co­

mo podría haber adoptado arbitrariamente cualesquiera otros; pero 

repito que los valores de w deben determinarse por el examen de los 
datos correspondientes á una operación ya terminada, ó bien calcu­

lar para cada instrumento un valor medio, deducido de la experien• 

cia, con el fin de formarse una idea a priori del error que puede co­

meterse en la medida de una superficie. Con ese dato y con el valor 
de 1· que también experimentalmente se haya asignado al instrumento 

con que se miden las líneas, se podrá calcular el del coeficiente O, y 
por consecuencia el error posible, así como todas las otras cantidades 

que pueden derivarse de éste, según vamos á indicarlo. 

( 

C.APITULO VI. 

CONSECUENCIAS DE LA INVESTIGACIÓN ANTERIOR. 

210. Cuando dos ingenieros ejecutan la medida de una misma Jí. 
nea ó de una misma superficie, aunque sigan los mismos métodos 

con igual habilidad y en circunstanciad enteramente semejantes, se 

encuentra q:1e sus resultados jamás son idénticos, lo cual se explica 
por la existencia de las causas de error que se han enumerado. Sea 

L la longitud exacta de una línea, l1 y l2 respectivamente los resulta­
dos de nno y otro ingeniero, y finalmente, d 11 y d l2 ·1os errores que 

~s corresponden, atendiendo á los valores de 1· que convengan á los 
Instrumentos de que hacen uso. Es claro que habiendo ambigüedad 

en los signos de esos errores, puede suceder en el caso extremo, que 
uno de los topógrafos se aleje de la verdad por exceso, y el otro por 
defecto, de modo que se tendrán las dos ecuaciones: 

L = l, + d l, 

Restando una de la otra y designando por t la diferencia entre los 

dos resultados, se obtiene: 

t= + (dl,+dl,) 

ecuación que representa la cantidad que podrán diferir, sólo en vir­

~c] de los errores puramente accidentales ó inherentes á las opera­
ciones. Esta diferencia admisible es la que designaré con el nombre 
de tolerancia. 


