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recurra 4 esta clase de procedimientos con la mayor moderacién,. 0
cuando sea absolutamente indispensable, procurando siempre servir-
se de éngulos que no sean muyagudos. En general debe te}nerse pre-
gente que las condiciones que se han establecido en f.',l namero -1‘2,
son las'que proporcionan los mejores resultados, especialmente st el
terreno que se elige presenta un horizonte despejado que permita
configurar 4 satisfaccion los primeros tridngulos.

29, Aunque en teoria basta el conocimiento de un solo lado para
calenlar todos los de la cadena, como en la prictica es indudable que
siempre se cometen pequefios errores, por mas exactds. que sean los
instrumentos y los métodos empleados, es preciso medir, al fin dfa las
operaciones, otra base, distante de la primera lo més que gea posible,
1o eual no sblo sirve de comprobacién, sino que proporciona los me-
dios de dividir los errores de la manera més ventajosa, segtin vere-
mos en la parte relativa al cdleulo de los tridngulos.

30. Para concluir lo tocante 4 las bases, advertireros que todo 1’0
que se diga en la Geodesia con respecto & ésta, como a ]as’ demas
partes de la triangulacion, es {ambién gplicable 41a Topografia; pues
aunque lo que se ha explicado, es suficiente para los cas?s' comunes,
hay muchas veces necesidad de recurrir 4 métodos geodésicos en los
vastos terrenos de la Reptiblica cuando se desea proceder con toda
exactitud.

CAPITULO III.

DE LA ELECCION DE LOS VERTIOES.

81. Un reconocimiento previo del terreno, y el estudio detenido
de las localidades dan mucha luz sobre la eleccion de los puntos que
bien por su situacién en alturas, 6 por su importancia como monu-
mentos, edificios piblicos, limites, etc., merezcan la atencién del in-
geniero. No puedo menos de recomendar estos reconocimientos,
ejecutados, ei es posible, con algtin instrumento de fieil transporte,
¥ teniendo presentes todas las consideraciones de que trataré en este
capitulo, persuadido de que el tiempo que se emplea en ellos queda
ampliamente recompensado con la seguridad de poderse trazar un
plar fijo de operaciones, evitindose con &l las vacilaciones consi-
guientes de trabajar al acaso, y por tanto con mucha menos rapidez.
Pero no basta estar convencido de la importancia de ciertos puntos
bajo el aspecto que hemos considerado, sino que ademds es preciso
ver si los tridngulos establecidos en ellos satisfacen 41as mejores con-
diciones para que los errores de observacion tengan la menorinfluen-
aia posible en los resultados. Investiguemos, pues, cudles son estas
condiciones,

32. Para conseguirlo, supongamos que siendo 4, B y Clos dngu-
los de un tridngulo, y a, b, ¢ loslados opuestos, sean « y.2 los peque-
fios errotes cometidos al medir los 4ngulos 4 ¥ B, y z el que resnlta
en el lado @ en virtud de ellos. Supongamos también que b es la
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base medida ¢ unTado conocido por las resoluciones anteriores, cu-
/0 valor consideraré por ahora como exacto, y consultemos al andli-

Y
sis sobre la forma que conviene daral tridngulo para que 2 sea el

menor posible.
Tenemos que la ecuacion que da el lado @ 81 4 y B fueran correc-

tos, es:

Mas en virtud de los errores, se convertird en esta otra:

o gen. (4 4 a)
ehe=tin @i

Desarrollando tendremos:

@ gen. B'cos. B - a cos. B sen. f + x sen. B cos. f 4z cos. Been. 8
== been. A cos. @ - b cos. A'sen. a

_ Pero reflexionando que ¢ y £ son siempre muy pequefios, podre-
mos tomar los arcos por sus senes y la unidad por sus cosenos, y des-
ochandoademés el producto a8, que es de segundo orden, resulta:

aaen.B-{—aﬁcos.B—i—xsen.B:bsm.A+abcos.A

Abreviando con ayuda de Ja ecuacion (1), sustituyendo el valor de b

cacado dela misma y despejando se tiene:

& =a (a cot. A — f cot. B)

errores ¢ ¥ 4 son siempre debidos 4 las mismas cau-
nstrumentos, de la vista del
endientes del valor de los én-
, y entonces la formula

Los pequetios
sas, tales como la imperfeccion de los i
observador, ete., y por tanto son indep
gulos, de modo que pueden suponerse iguales
anterior viene 4 ser:

x = g a (cot. 4 — cot. B)

Tste sesultado indica que el error que resulta en el lado a serd
tanto menor cuanto menos difieran 4y B,y llegard 4 ser nulo cuan-
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do 4 = B, De la mismam
s anera, el error et -
por expresion : 5 y deltercerlado ¢ tendria
Y = ¢ a (cot. (' — cots B)

seria = 0, 51 = i
fiene Cuang, 5;1 C _BB. De modo que la condicién mis ventajosa se
0d=B=¢(,6lo i :
o . que es lo mism i
b 0, cuando el tridngulo
En
i el edlculo que precede hemos supuesto que « y 4 son del mis
08 i i -
. iggo. Analicemos el caso contrario, suponiendo que £ se con
vierte en — 5, y la ecuacidn (2) ser4:

sen. (4 - a)

ik iy gen, (B-_ﬁ)

Haci alti i
endo en esta Gltima las mismas consideraciones que anterior-
mente, llegaremos 4 obtener: !

& =a a (cot. 4 + cot. B)

Susti
stltuyendo’en lugar de las cotangentes sus equivalentes
se tendrd después de reducir al mismo denominador: %

i sen. (4 - B)
b g el ot B, gen, (0
son. Asen, B~ % Sen. A sen. B

Sirestamos la formula que da cos. (4
obtendremos: : 5.(4+B), dela que da cos. (A—B),

sen. A sen, B — 208 (4 — B) — cos. (4 + B)
2

y sustituyendo en la anterior, resulta:

= d. a—__zM
COR. (A_B) + CO8. G""""“""“".“ (4)

I’o’r esta expresion se ve igualmente que el factor de ; « sers tar
to mis .peque'ﬁo, cuanto menos difieran 4 y B, y el caso ’mésf a'r;-
ble ge tiene cuando 4 = B. El valor de y serfa: 7 o

2 sen. A.
cos, (B — () 4 cos. 4
el cual llegaria 4 su minimum cuando B = C,

P
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Ambas hipbtesis nos han conducido, pues, 4 admitir como princi-
pio que en la triangulacion la forma equildlera es la mds Jfavorable pava
disminuir el efecto de los errores angulares.

33, A la verdad, este precepto, no €s aplicable estrictamente enla
préctica, aunque debe procurarse en cuanto sea posible acercarse &
su cumplimiento, evitando el uso de 4ngulos muy agudos: en las
operaciones delicadas se desechan, por lo comin los dngulos meno-
res que 30° y mayores que 120°. A pesar de esto, como. en general
un punto queda mejor sitnado por triangulacion que de cualquiera
otra manera, especialmente cuando sirve de vértice 4 varios tridn-
gulos, creo que sin perder de vista el principio enunciado puede el
ingeniero, en algunos casos exdepeionales, valerse de dngulos agudos.

34, Busquemos ahora el error que resulta en uno de los lados, ori-
ginado por el que se supone cometido en b que sirve de base para el
caleulo, y el que llamaremos 3 suponiendo 4 los dngulos exactos. La
ecuacién (1) e convertira en:

sen, A
a4 z=(b+ d) T

Haciendo la multiplicacion y reduciendo se encuentra:

gen. 4
sen, B

El 4ngulo B es el opuesto 4 1a base b, y si es muy agudo, el multi-
or de & gerd mayor que la unidad y de consigniente z > 8. (*)

plicad
(*) Aunque este principio se comprende facilmente, como es de una grande impor-
tancia en la prictica, me parece oportune darle més desarrollo.
Si una variable y depende de un coeflciente ¢’y de otra variable @, cuyo valor ge de-

duce de Ia observacién, ¥ en el que se comete un error d @, el error que resulta paray
gerd mayor § menor que d @ segiin que o sea mayor § menor que 1a unidad.
Tn efécto, el enlace de estas tres cantidades puode representarse por la ecuacion:

g=ae

Diferenciando se tendrd dy = ad . Hagamos la constante @ = 1 + m, y sustitu-

yendo en la diferencial y transportando, se obtendra:

dy—de=mdz
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Q 11 i 3 p 5 :

150°

9 =15

Hacie ituei i
ndo las sustituciones, el coeficiente 3 resulta:

gen, 10" ..
o =10
sen. 30°
lo que indica que el error z viene 4 ser casi doble de &

El sign - i i
tend!é:gx;oyd; d;m' d @ dependerd del de m. Sim es positivo, en cuyo. easo @ > 1, se

51 mies negalivo; en cuyo cago a < Ly ge tendré: dy < d ..

Luego'cuando ia-es una fraceion; el error de la variable dependiente y es
que se comete en la variable independiente . . S M
/Supongamos, por ejemplo, que se quiera determinar una distancia contando el ni
ro de segundos que transeurren entre las percepeiones de la luz y de la detonaci 'numa-
produ‘ce un; cafionazo; sabiendo que el sonido recorre un espaeio de 841n réz?uiwn o
porsegundo: | Nuestra ecuacidn aplicada & este’ caso. seria y =241 2 fi i 'a’mente
valuar el error que puede’ cometerse; tendriamos: dy = 841 d & Er: eysta qms}'e}ﬂamgs
representa el error cometido en la valuacién del tiempo, y para ;‘sto son t.aem;‘m"m A
nuestros medios de observacidn, que apenas puéede responderse de la ajpreciaiié;u:ltﬁoé’

S5y

p i e3 q{le cODSld e t p 3
a8 e[aﬂdo a4 esta pequena. cﬂntldﬂd como el error posible d@ ‘)bberi ae1or

resultard:
@y = BH1m 50 02 == (8u2

Asi; pu it incerti
] : pb es, habria una incertidumbre de 682 en la distancia, y serfu necesario repetir
ag prue i A :

d;.; ; ag multitud de veces para llegar 4 un resultado medianamente aproximado

- : . S ; :

P : .1en 0 asegurarse que jamds se conocerfa la distancida'con precisién ,
1 9 ey 7] : g I
por el contrario, se desea saber 6l niimero de segundos que emplea el sonido e
correr una distancia dada, se tendra i - 8
o tendra: g — -1 2 3
R ) t drd:y = 317 %,y aun suponiendo’un gran error, tal
: ) en la apreciacién de la distancis, el que resultarfa para y serfa s6lo
e o : v

¥ = 517 X 20 =0°,059, cantidad casi inapreciable.

3 método de aprowimngciones sucesives, tan usado especialmente en los cdleulos ast
nomicas, para corregi i N
¥ ; para corregir una cantidad que se conoce aproximativamente, se deriva inme

latamente del prineipio que acabo de demostrar. -

Sea, en efect i

cto, L la mag i
e } ¥ - agnitud que se busea, I su valor aproximativo, y designemos
¥ la correccién que se desea encontrar; de manera que se tenga:
ga:

L=il+y

Topografia,~ .4
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Este resultado recomienda de nuevo ol medir 1as bases con extre-
mo cuidado, 4 fin de que o tenga el menor valor posible, y darles una
extension poco diferente de Jos demés lados, con el objeto de que no
ge aumenten los errores de observacion.

Mas &i al investigar el valor de y, s halla que esta cantidad es precisamente una fun-
cién de 1a incognita B, que en general podemos representar por ¥ =‘a L, es f:]aro que
en todo rigor, esta correccion no deberia emplearse, puesto que eﬁ indeterl?nnada por
contener la incognita; mas si ¢l coeficiente @ €8 pequeiio, no hay inconyeniente en la
practica, en custituir el valor aproximativoen Tugar del valor real, esto es, tomar y — ¢ l:
Si esta correccién fuese muy pequeiia, 1a sustitucién no alterarfa su verdadero \'allor, 6
por lo menos ol error resultante serfa del todo despreciable; mas admitamos q'uc 1ntm.-
dueida en la eenacifn de arrriba diese una cantidad I diferentede L, aunque mas aproxi-
mada que [: en fal caso repetiriamos el célenlo de y nsando el nuevo valor es.lcontfado,
estoest y=a 1/, ¥ proseguiriamos asf hasta que resultara pm"l} L, }ma cantidad igual
% la Gltima que se habia empleado en el céleulo de la correceién. En los_ptoblemas de
la astronomia prictica, esta clase de correceiones gon siempr’e muy pequefias, demaners
que por lo comiin, bastala primera aproximacion, & 4 lo'més, 1a segunda, para obtener
ol ‘resultado que se desed. .

No deben perderse de vista estas consideraciones, siempre gque se proponga alguna
sueva férmula ¢ procedimiento para deducir por medio de ciertos d?tos, el valor de_unn.
incgnita. Un ejernplo haré conocer la importancia prictica del ‘método de aproxima-
ciones sucesivas. ; . : 2

Supongamos que no se conociera medio alguno sencillo ¥ directo para e)xtr'aer 1a raiz
cuadrada de un nimero N, que supondré compuesto de dos factores'a yb, 610 que 8
lo mismo: N=ab. Seaz1a rajz-incégnita, y puesto que en un produ-cto cual'quaef'a la
suma de los factores es tanto menor cuanto masse acercan éstos & ser iguales, 1nfern:.n’os
que « debe ser menor que }(a+b). Llamemos v 1a diferencia, y tendremos la ecuacion

de condicién:
w=y/ab="4(a-+b)—u
que eleyada al cuadrado, desarrollada y reducida, produce:

4(&—{-b)uf4163:(a—b)2

Tn lugar de resolver esta ccuacién de segundo grado, notemos que sl s escogen los
factores a y b de modo que su diferencia sea pequenia respecto a5 su suma, el valor de
gerd muy poco considerable, y con més razon 1o serd su segunda potencia. La ecuacion
anterior da:

(a—b)? uld

4(atb)  atb

i i Ak (A)

L —
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85. La longitud de los lados de una cadena primaria 6 fundamen-
tal, depende tanto de la extensién de terreno que abrazan las opera-
ciones y del alcance de los anteojos de los instrumentos, como de los
errores que necesariamente resultan en los mismos lados 4 conse-
cuencia de los que puedan cometerse en la medida de los 4ngulos.

y en el supuesto de ser a y b muy poco diferentes, el segundo término puede omitirse
por muy pequeiio, y el primero daré la primera aproximacién w/; & saber:

w’ (o)

 4(atb)

Poniendo este valor aproximativo en el término que contiene u?, 88 obtendré la se-
gunda aproximacién

(a—0)* (a—0)*

4(atb) 16(a+4b)®

Tste nuevo valor, més exacto que el primero, puede sustituirse por u?* en la ecua-
cién (A), con lo que se obtendrd la tercera aproximacidn:

47

gl — ( a___If ),2

(a—b) (a—b)®
T 4(a+b)

32(a--b)" 266 (a4b)"

e _a—b)‘i

16(a+6)° T

Prosiguiendo asf, puede llevarse la aproximacién hasta dende se quiera; pero como es
evidente que el calculador es duefio de elegir los factores muy: poco diferentes, la serie
anterior serd muy convergente, y entonees bastarin uno 6 dos términos para obtener Ia
afz exacta hasta la tercera 6 la cuarta decimal. Por la sustitucién se obtendré :

== a—b)?2 a—b)*
Jab=top =it lect)
4(a-b) -16(a-tb)?

Proponghmonos, por ejemplo, extraer la raiz del niimero 8200, descomponiéndolo en

los factores: a=100 y b=82. Tendremos a+b=182; a—b= 18.

s— 0] — 324 304076 — ().
o =91 — $3} — 324554y = 90.6589

Fste resultado es sensiblemente exacto no obstante la diferencia considerable de los
factores, quo hizo necesario el célculo.del torcer término de la férmula (B) pasa llevar
la aproximacién hasta la cuarta decimal. Tomemos por nuevo factor =91, de donde
resulta b=90.11, y tendrémos::

a= 91.00
b= 90.11

a+b=18111

Pl By Pl T T L Al

724,44 ~ 9504893923
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Tstableciendo una relacién entre los elementos de los tridngulos
y los errores que los afecten en los casos mds desfavorables, y po-
niendo por condicién que estos errores o sea apreciables en la es-
cala que se adopte para construir el plano, nos serd ficil determinar,
con bastante aproximacifn, el mayor valor que puede darse & los la-

La eleccién de Yos factores ha sido tal, que ¢l dltimo términe no llega & un cienmillo-
nésimo, y los dos primeros darén: 2= 90.5539 como antes.

Tn resumen, eligiendo convenientemente los factores, puede decirse que la rafz cua-
drada de un nimero compuesto de das factores mwy poco diferentes, €8 iqual al término
medio aritmético de los factores, menos ol enadrado de su diferencia dividido por el cud-
druplo de st Suma. :

La formula (B) indica que cuando a y b difieren muy poco, la rafz de la cantidad a b
es casi igual al promedio de aquellos factores; de suerte que este puede }"e}.\r'escntar la
primera aproximacién, 0 si se quiere, un factor mis conveniente gue el primitivoa ]')ara
egundo término medio, 6 sea & una segunda aproximacién, la cual 4 su

llegar & un &
4 como nuevo factor pars proseguir de la misma manera hasta aleanzar

vez se emplear ‘
el orado de exactitud que se desee. Asi, en el ejemplo precedente supusimos &= 100y
o

b —82, los que dan 3(a-+b)=9L Tomando en 's-e_guida a=91, se halla b="00.11,

y la segunda aproximacién: serd: }(a+Db)=90.555. Si pama proseguir adoptamo.s
a—90.555, resullard b—90.55278, y por tanto: } (a-+b) = 90.5539, numero s.ens1-
blemente ignal 4 latiltima hipdtesis, y que por consigniente representa con guficiente
aproximacién 1a raiz de 1a cantidad dada.

Puede abreviarse mucho este procedimiento eomo gigue. Si a es un nimero no mMuy

diferente de la rafz dela cantidad n, se tendrd por primera aproximagién:

Adoptando por a el ndimero p/,la segunda :\pruximaciun serd:

a’ 1 an 2 w y o
Si haeemos p=—7 — ¥ ¢=gm 1y se tiene s=p--¢. Sea xla correction que

esta segunda aproximacién necesita, esto es:

Vo=pta-2
Elevando al cuadrado y teniendo presente que por Ser pequefin; podremos prescin-
dir de su segunda potencis, resulta:

n=(p+q)2—2(p+9)=
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dos para diversos errores angulares y empleando, distintas escalas,
sin temer diferencias notables en las circunstancias ordimarias,
#Ta ecuacion (4) del niimero 32 es muy propia para el problema que
nos ocupa; pero tratdndose de fijar un limite 4 la,magnitud de, las
distancias entre los vértices, preferiré establecer esta. relacién anali-
gando el caso mis desventajoso, para lo cual es necesario entrar en
algunas consideraciones. :

Como en cada‘trisngulo se conoce un lado por lo menos, ya sea

(omo, adémés, se tiene 4 p g == n, s¢ hallard:

2

N 2 = e S i . A i Bl
2(p4-1q) 2(p+19) 2(p4-1)
y por iiltimo:

=t (p—g)*
Ve ¢ e LA TR L st (C)
i e 2(p+1)

stendo como hemos visto:

i 1

i ol 10
& P

p=itatt-

Extraigamos, por ejemplo, la raiz de 6,377397 aproximada hasta la cuarta decimal. A
primera vista se nota que el factor zonveniente debe ser poco mayor que 2500 puesto
que (2500)% =8,250000. Tomemos, pues, &= 2600, y hallaremos:

9= 1262.7397
P+ g= 2625.3509

La pequefia diferencia que resultasentrepy ¢ produce, & = E%;% =0.000003, que

influgendo sélo en la sexta decimal, nos indica que la rafz del nimero propuesto es
9595.5509, exacta hasta la cuarta decimal por lo menos, como se deseaba. ‘

Bstos ejemplos manifiestan la inmensa utilidad del método de aproximaciones, que
muchas veees conduce i resoluciones més breves que los' paocedimientos directos, y tan
exactos como se quiera. La extraccion de una raiz, reducida 4 una simple cuestién de
division, ha dado en el dltimo ejemplo, ¥ con la mayor facilidad, un resultado acaso m4s
exacto que el que se hubiera obtenido aun por medio de los logaritmos comunes de siete
cifras decimales.
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medido directamente, ¢ ya por ¢l cdlculo de los que preceden, no se-
ria necesario, en rigor, més que medir dos de sus Angulos, con lo que
so tiene lo bastante para determinar sus otros elementos. Sinembargo
de esto se toman siempre los tres 4ngulos, tanto por comprobacion,
cuanto para distribuir el error final entre todos por partes iguales,
fandados, segtin hemos dicho, en que Jos errores angulares, debidos
giempre 4 las mismas causas, son independientes de la amplitud de
los 4ngulos. Segtn esto, la diferencia que exista entre 180° y la suma
de los ingulos medidos, se considera como la suma algebraica de los
errores de obgervacion, y su tercera parte se aplica 4 cada uno eon
el signo que corresponda, para reducirlos 4 valer exactamente 180°.
Tsta manera de corregir los dngulos es ciertamente la més razonable;
pero no carece de arbitrariedad, pues es claro que no conociendo
més que el error total, no se tiene dato alguno sobre el signo del que
afecta 4 cada dngulo individnalmente, quiere decir, si aumenta 0 dis-
minuye su verdadero valor, y muy bien puede suceder que después
de hecha la correccidn, queden los 4ngulos mds erroneos de lo que
estaban antes.

Admitiendo siempre Ja hipétesis de que los errores de observacion
sean numéricamente iguales, y designandolos por e siendo 4, By C
los verdaderos valores de los 4ngulos, consideremos los casos que
pueden presentarse.

1. Si todos los errores tienen el mismo signo; los ingulos observa-
dos serdn respectivamente: (A =e), (B = ¢) y (€ =e¢); de modo que
designando por s la diferencia final, se tiene:

§=180°— (44 B+ C+£38e)="13e.
La tercera parte de esta cantidad afiadida 4 cada 4ngulo, reprodu-
ce los verdaderos valores: de consiguiente, este caso es el mis favo-

rable. .
TI. Pero puede suceder que ¢ sea de un signo en uno de los dngu-
log; y de signo contrario en los otros dos, y entoneces los observados
serdn: (A +¢), (BFe)y (CF ¢); de donde resulta:

JL180° S(ALBECFe)=+e.

Distribuyendo por tercios el error total, los valores adoptados ven~
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in ¢ 3 % ra=l = indi
drin 4 ser: (A = 4e), (BF3e) y (CF4e), lo que indica que en
este caso, que es el mAs desventajoso, el error de uno de los dngulos
definitivos es numéricamente doble del de los otros, y de signo con-
trario.

36. Es ciertamente posible, aunque muy poco probable, que to-
dos los fingulos de una cadena resulten incorrectos del modo que
hemos visto en este {iltimo caso; pero aun cuando asi sea, como el
4ngulo que lleva el mayor error, puede ser unas veces el opuesto,
y otras alguno de los adyacentes al lado que se vaya 4 calcular, ha-
bré fandamento para esperar; & no la entera compensacion, por lo
menos una diminucion notable en los errores de los lados, de tal
suerte que no se altere sensiblemente su valor. Pero admitamos to-
flawa, lo cual es ya extremadamente improbable, que el fngulo més
incorrecto de cada tridngulo sea el opuesto al lado que debe servir
de base para ealcular-el que sigue, de manera que el efecto de los
errores sea constantemente el ‘de aumentar 6 disminuir las distan-
ciag, y en esta hipotesis, busquemos la relacion que existe, despues
de un ntimero cualquiera de trifingulos, entre sus elementos y sus
errores.

: Llamemos a la base medida, a, , @5 ...... a, , los lados que van sir-
viendo de bases para calcular los tridngulos de una cadena (Fig. 9),
Ay, Ay 4, los dngulos
opuestos, y B, , B, ..... B, 1os
adyacentes 4 los lados 6 bases
en el 1°, 2°, .......n° tridngu-
losrespectivamente,suponien-
do quetodos estos 4ngulos son

Jos adoptados definitivamente después de hecha la correccidn, y pro-
pongdmonos investigar cudl es el error 2, que resulta en el ltimo
lado cuando se ha cometido uno de = 3 ¢ segundos en 4,,'4, ete.,
yde F=4een By, B,, ete.

La resolucion de los tridngulos da:

_seﬁn.iB,
sen, 4,

ie[l_-_]_?;. TR sen, B,
gy

sen, 4, gen, A,

—Q

1=




