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Tabla de los valores de IOg'ﬁglz—/zd—

}
Ls b Distancias, Azimutes y Tridngulos en un Esferoide.

-
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e

107 0.000000 .000004 0.060019 (1.000019 | 0.000051
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Correccién por la diferneciaentre el arco y la tangente. » ; . .
Supongamos que la Tierra es un elipsoide de revolucién,

engendrado por la elipse A’BM A, girando alrededor del eje
de las Z, cuyos semi-ejes sean o A=a, o B=c.

Lalatitud deun puntocualquiera M eseldngulo Mn A==¢,
y y al 4ngulo M 0O A=u se le llama la latitud reducida.
%2 7'%32 La ecuacion de la curva meridiana es:
17 119 2 2
18 738 = e
19 7566 a? c?
20 N2
a1 187
22 .800
23 812 X=2 CcoS 11, Z=C Sen u

24 .823 ; ’ . 3
25 882 Diferenciando estasecuaciones, y atendiendo al tridngulo

3(75 -21% infinitesimal M M’ M”, tendremos:
28 bg? —dx=a sen u d u=sen ¢d s|
ég gbh dz=c cosudu=cos¢ds/
31 870 deduciéndose:

32 | 2;2 atgu=ctgye

LamiTun Eoe B

=1,

ecuacion que se satisface con los valores:
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idi ir: de donde:
ici g H iy e :

Designando por e la excentricidad del meluh':mn.es_()]etln
e:'l%acci que satisfacelaecuaciona® e?=a2—c? y poniendo, 7 ey i
la cantidad q ; AT | |
- 2sen ¢ cosu = — it S R 20
A2=1—¢2 sen? ¢, senle—u |

tendremos: luego:

sen 2 ¢ 2sen (¢—u) sen2u
A 1—/1—e?

Las ecuaciones (1) 6 coordenadas (x,z) pueden escribirse:

aseng
A

Z_—"L'vsen:‘,ﬂzil_\tf'l__c:deen Q= (l_eg) '
y por consiguiente: e

3 . | . _ acosg

2 p—tg?u :

: 0 ceri ,_1_,%",,?’_ _ S _gen? ¢g= ; A
A2=1—e2 sen? ¢= tg'-' P

Diferenciando la (3), tendremos:

cos? ¢
cos?u’

9 sttt oY =
=1—(sen? ¢—tg*® u cos ¢)
a du ede . . do
—— = = O =
: cos’u  cos?e’ de
o
P ~cos?u=
v2=1—e? cos® u=1-— :
pero segfin la (2):
sen?u senz u

. 2 _ - P
=1—(cos? v tg? ¢ sen? ¢ ds  ccosu

du ~ cosg '

Jores ecuaciones se deduce:
. las anteriores ecuac i L3

De las ¢ luego, multiplicando
Av =1 —""’}

o aen'y gon o} ds _ ¢? cos3 s (1—e2 cosd u

— e —_— ) - =

de¢ a cosde¢ cos3 ¢

cose = Acosu

. 4 Gltimas, se tiene: u el radi > 7 2 idi
\ultiplicando correlativamente las dos filtimas, se tie que es el radio de curvatura en el meridiano.
L ¢

El radio de curvatura en una seccién normal al meridia-
“ Sl
sen2¢ senZu no se confunde con la normal mayor MN=N; y como segfin

= y

A . la figura:

e 4 Byt
y multiplicindolas en eruz: '

o AR - X af
7 A sen ¢ cos u = sen u cos ¢; ¢ Nim—— o
cose A

sen ¢ cos u (1 —/T—eZ) = sen (¢ — u);
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i-ej lar, EQel
3 : ide, O P el semi-¢je po : i
g (lilitf-?ge;?;l(eridizmus PAE, PBQ;a, b las

"M ayor de
j ! la normal may

3 el eje, AN la 1 .
% bObrleanv\ N B con el meridiano de B;
ple ]

PAEOQ; BH, KH per-

Sea :
ecnador, AB punto
proyecciones de A.,,n =

3 N la interseccio ‘
A, BN la mter le B sobre el plano ' L
K la proyeccion de b SO Bl S |

‘1] ulares 4 N. Designemos pur\I Al o b
D 1a_inclinacion del plano N/ g al
l‘to es, la inclinacion '(].Ll plano HA D e on Lo
{I?\? AP o sea: 90°4 ¢ la distanciazenitz

/. , ¥V Se€a. J 7

BAN=90°—p.

*

sAvBy
i le los puntos A y B}
: latitudes reducidas ¢ LS -
3 ' gon las latituc ! o3 v PBO, te
il s por o el angulodelos pl(n‘ms }t;: ,&_(\_ S
e r 1 las coordenadas de los puntos : 3
ara lc
dremos ps

(X|_. Y" Z‘):

Aa ! =0K'= OB’ cosw

‘ 0 y = BRK =0B senw

EaA 2 =0D
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y segtin las ecuaciones (1):

X=acosu X' = a cos u’ cos w

y=0 /"= a cosu’ sen w
z=csenu 2z =c senu’

Llamando K la cuerda A B, tendremos:
K?=(x"—x)2+ (5";}’)”+(Z’—2)”.
Los tridngulos rectingulos BH A ¥y BKH, nos dan:
AH=K cos BAH=K sen #; HK=BH cos a=K cos s cos a.

La proyeccién de la linea quebrada A H+HK sobreel eje
de las X es x—x’ y sobre el eje de las Z z'— z, teniéndose;

K( senpcose¢+cospcosasen ¢)=a (cosu —cosu’cos w) l

(8)

{
K (—senzsen ¢+ cospzcosacos ¢)=c (senu’—senu) )
Y puesto que BK=y'=BH sen «
K cos i sen u=a cos u’ sen o

Sustituyendo en la expresién de K los valores delascoor-
denadas, se tiene:

K?=(acosu’cosew—acosu)?+aZcos? u’ sen? w- c?(senu'-sen u)?
Desarrollando, poniendo por ¢? su valor c?=a? (1—e?) y
haciendo:

S=sen u'—sen u,
se tiene;

K2

= =cos? u’+cos? u—2 cosu’ cosucos v+ (senu’—sen u)2—e2 32
[s

de donde:

K2
1— Y =sen u sen u’+4-cos u cos u’ cos w4

a

Eliminando en las ecuaciones (8) 4 sen r, se tiene:

K cos 1 cos a=a sen ¢ (cos u—cos u’ cos w)+c cos ¢ 3.
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Poniendo por sen ¢ y cOs ¢ Sus valores en funci6én de u,
tendremos:

sen 5 ot
Kcospcosa=a - =¥ (cosu—cos u'cosw)+cAcosuz;

v

de donde:

”

b
7 COS£COS a=Senucosu—sent cosu’cose-tcosusenu —
a
2
—cosu sen n—e?cosu 3 O

r

2 e C
AV K COS zCOS a=COoS 1 sen 1’ —sen ucos u' cosw—e? S cosu...(9)

a

Eliminando en las mismas ecuaciones (8) 4 cos p, ten-
dremos:

. <.
K sen p=a cos ¢ (cos u—cos u’ cos m)—c sen ¢ ;

6 bien:
; csenu
K sen p=a /A cos u (cos u—cos u’ cos w) — 3

A%

de donde:
] ”
7 K sen p=c (cos* u—cosucos u' cos m)—csen u (senu'—sen u) o

-

L
\v E sen p=1—sen u sen u’—cosu cos u coS @
c

Reunamos las (8') y (9) en un solo grupo:

2 ez

_ > —gen u sen u’4cos u cos u’ cos o+ 32
9 a2 .

&
za

>

» —_—p2S
\V/ > oS COSa=Cosusenu’—sen ucosu’ coso—e*Zcos U
. (9)

>

Eccys 4 sen a=cos u’ sen o
a

v Esen p=1—sen u sen u’'—COS U COS u’ cos w
¢

Las tres primeras son analogas 4 las ecuaciones funda-
mentales de la Trigonometria esférica.
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Sidesignamos por v el lado de un

otros dos lados por 90—u y 90—u’
tendremos:

trianguloesférico, y los
, formando un dngulo w,

. 4 ;
COS v==Sen u sen u'+cos u cos u’ cos e=1—2 sens2 v

Segfin esta ecuacién, la primera de las (9), queda:

K2 -

!
; 275;:1-2 sen? 5 v+ Z—(sen u’'—sen u)?;

de donde:

g—-25& . o * Gt l
51— 2sen ?v—Ee sen’?(u —u)cos”?(u‘-f-u)

y haciendo:

r

: A e 1
sen y sen 2 -_escn?(u —u) cos 2—(u'+u),

y sustituyendo, tendremos:
K=2 2
=< a sen 0} vV cos ¢

v o Sen r=2 sen _1~ Vi

2

de donde:

Zsen?ly

v5

o — 1
sen p= = Asen — v secy
2

¥ por simetria:
sen p’ = A'sen v secy

: a
Sen « €oS p= - cos u’ sen @
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y por simetria:

a
sen a’cos;i':-ﬁ cOS U sen @

Reunamos en un solo grapo las ecuaciones (10):
K=2asen}vcosy
sen o= A sen fvsecy
sen ' = A’senjvsecy
=== cos u’ sen «
sen « Cos p=-g COS

e
sena’cosp’ = €OS u sen ©

Estas ecuaciones dan la distancia entre dos pl'lgxﬁ?tsa 1(‘1321
esferoide, sus reciprocos azimutes y sus dlstan(i:astezrcem re.
; ey
Si dividimos la segunda ecuacién (9) por la :
sultara:

—_ 2
=CoSs '— ' cosw—e? Zcos.
7 cotacos u'sen @ =cosusen ' —Ssenucos

’ - .
i s equiv sen ¢ y ¢, tendremos:
Poniendo por u, u’ sus equivalentesen ¢ y ¢,

H
> p CoS ¢
cos ¢’ Ccos ¢

0
: = ~-v' '— n — COS w—
v cot a »T—sen R EE V' seng —Vvseng %

s ; .
o sl 4 (V' sen ¢'—vsen¢) O
AN

] ’

, &9
cot a cos ¢’ sen @ = cOS ¢ sen ¢ =
:
v 2 ] y )
Cony (A V. sen g’ = VA gen ¢);
T v ' v

— sen ¢ cos ¢’ cOS v—

y puesto que:
AN'V' =48V

e2cos ¢
| . R Smit
ot acos ¢’ sen w =cos ¢ Sen¢'—sen ¢ cos ¢ CoS @

X (A sen ¢'—A’ sen ¢).
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Enelcasodeuna esfera, e=o ¥y A 6 v=1, y llamando §
el valor en que se convierte el azimut a, tendremos:

cot # cos ¢’ sen w =cos ¢ sen ¢'—sen ¢ COS ¢’ COS &

deduciéndose de estas dos férmulas

. €°cos ¢ (A’ sen ¢— A sen ¢’
cot a—cot f= 90’, [ ¢ ¢ .
Acosg sen w

Y de igual modo, para los azimutes o’ yA

e?cos ¢’ [A'sen ¢ — A sen o
—cot @' +cot ,9’:—,i [f,i,__ ¢ ,
AT cos ¢ | Sen w

que nos dan la diferencia entre los azimutes en un esferoide y
los correspondientes en una esfera,

Fécilmente, de una manera aproximada, podemosencon-
trarla diferenciaentre los dos azimutes, de la manera siguien-
te, en las distancias comunes en geodesia:

sen (f—a) _e?cos ¢ 2 sen % (¢ — ¢’) cos 14 et
sen? « cos ¢’ sen w s

__¢e’cos ¢ (¢—¢’) cos ¢
& cos ¢’ sen o

Segfin la figura adjunta, tenemos:
sen (¢’—¢) =sen 0 cos «; 6 ¢'—e =0 cos a

Y sen o cos ¢’ =40 sen a;
lnego:

1 _ €’cos?¢lcosasenar
Ben (feq) = oSO8 000

0
0 sen a !

P €2 coS? ¢ sen 2 a,
f—a=——

2 sen 1”

Elvalor numérico maximo tendr4 lugar para ¢=0° y a=45°
6 sea

0.007 x 206265 :
o T e L

“~
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La figura adjunta nos representa un elipsoide de revolu-

ci6n cuya ecuacion es;

X2+y2 72 = 1-
ol

AP, BP dos secciones meridianas y A B una curva, de una
seccion oblicua, cuya ecuacion se trata de encontrar.
S
/
l/

/

R
=—u

PR el

=2 B i R
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Sea S e
(x,y 7).S.lu’n_’13uuto‘ (-‘jldlqu:em de la curva de coordenadas
w2 1 )ld_]dIllOS SG normal 4 AN=p, y hacemos A G 5
=¢, valores que fijan S o s AG=¢,

la figura: jue fijan la posicién de S, tendremos segfin

x=0]"=0A"-A'G'—G" J”
y=S]
Z:S S; :J- Jn:j G"+G”J":JG,‘+AA;'—AA”.

e

i
e ——

Lascoordenadas del punto A son:

a
! —=
Xi=0XA MECOS ¢=pCOS ¢

y1=0
21=AA’'=p (1—e2?) sen o;
¥ como:
A’G'=AG cos ¢=L cos ¢,
T
G’ ]”"=G] sen ¢==2 cos a sen ¢,
JG"=¢cos acos ¢,
AA” ={sen ¢,
tendremos sustituyendo:
x=(p—{) cos ¢—% cos « sen ¢

y=£sen a

z=[p(1—e*)—C] sen ¢+£ cos a cos ¢

En la ecuaci6n del elipsoide pongamos por a su valor, 6 sea:
] L=

a?= -
T=¢*
con lo que quedara:
(1—€?) (x*+3°) + 22=c?=a? (1—e?) = 42 A? (1—et)=

=p* (1—€?) (1—e? sen? ¢).
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q - 1 =z 7
L

tendremos:

sens qn] v

2 %
cos? o¢05'¢) 1 g3 {cos? o+ s

g [coshcs*en2 ¢+ sen?a—+ et
; v .
S
2CEcosacos g Sen gy 2p 0;
de donde:

e? cos? acos® ¢
n Colcor @iy o
3 [1+ 1—e?

—2{&cosacospsSen gy

—e?

Si hacemos:
[ Eeogucose
B Wit
eseng¢

tendremos:

g (1+4h?) + 2 (1+f2) —2hfCE—2pC=0

Tal es la ecuacién de la curva en funcion delas coordena

das{y & )
De la (14) se deduce el radi

vertical en A, puesto que tal ra

%* cuando estas cantidades se desvanecen.

e una superficie ref.e’rida 4 tres

tada por la ecuacion:

o de curvatura de ia segcién
dio es el limite de la razon de

En etecto, supongamos qu

ejes rectangulares esté represen
z=1(xy),
plicar la serie de Ma_c]aﬁrin al desarrollo de
tendra como es sabido:
d2f
df df [Qi_ﬂ s [4;_#] o

z=f(xyloe [Ei] Sat [c_ﬁ]oy_!’ dxz)e2 " ldx dylo

y que se pueda a
esta ecuacion; se

{dﬂf] Yoy ot

i d_ym‘z 0#2—+ dxs)o 2.3
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el indice cero indicando que en la funcidén y en las derivadas
se ha hecho:
X200, ¥ =0

Si la superficie pasa porel origen, tangencialmente al pla-
no de las (x y), y quese eljja la direccién del eje de las x, de
manera de hacer desaparecer el término en x y, la ecuacién

se reducira 4:
123 )5
Z_[dx2 02 T lay? 07 T

Si cortamos la superficie por un plano paralelo al de las
(x y) y situado 4 la altura de h (infinitamente pequefio de
segundo orden), la seccion tendré por ecuacién, despreciando
los términos de orden superior.

_(dzf azf)
“*[ﬁ]o?‘”{ﬁ?]oﬁ-

Esta ecuacién serd una elipse si la superficie es convexa,
porque entonces los coeficientes de x2 é y? serdn positivos.
Esta elipse infinitamente pequefia ha recibido de M. Dupinel
nombre de indicador; y elestudio de sus caracteres geométri-
cos indica y determina los de la superficie misma al derredor
del punto considerado.

¢ + Tiremos por el eje de la Z, es decir,
T por la normal 4 la superficie en O, un
plano que la corta segfin la curva A’
O A, la interseccion de este plano con
el plano del indicador, siendo el didme-
tro A’ A=2 p.Sea O C=2r el didmetro
del circulo osculadoren O, es decir, del
circulo que pasa por los tres puntos in-
finitamente préximos A’ O A.
Es evidente que:

X B ﬂ~:(2r—h)h,
A

= .
\JM 6 despreciando h? que es de 4° orden,

0 p? =2 r h; por consiguiente:
p? - :
T = o ; ¥ 81 llamamos R el radio de curvatura

2
. Ll 5
R =lim °h 0 con nuestras notaciones

S B Vel G e )
St 1+ h? ~ 1+h?
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y poniendo por h su valor,

1 e = A
l:";)_ (1+—1——_-—e—2- cos? ¢ cos? a )

Siunimos el punto A conel 8 y hacemos la distancia AS=r
y el arco AS=#, tendremos haciendo

E—r cos 0, {—r sen 0;
y sustituyendo estos valores en la (14), que puede escribirse
como sigue:
: Tk
r2cos20 (1+h?)—2 h f r?sen 0 cos ¢ + r2sen?d (14£%)

— 2 pr sen 6—0;

de donde:

r4r (hcos 8 —fsen ¢)? —2 R (1+h?) sen —=o0.

Si en esta ecuacién ponemos:

62 08
cos 0=1— -, sen 0—0— 5

-

resultara:

2 N L : N
r+r[h(‘.——(f-))—f(ﬂ—6)] —2 R (1+h?) (!»'——Gf)__o,

desarrollando y limitdndose 4 la tercera potencia de 6,

Pl e S ol
r(1+h'~’)-{-r[03(tz—h~)~_hfﬂ-i——gvhfﬂd]

1
—(1+h2) (2R 0— 3 R #3)—o.

iendo F i H= s tendremos:
. A3 1o =8 ‘;‘__ o — \V — e — _) ; S:
Haciendo TIhe T7hE.
r+rBH—21r0F4+§r8F—2R0+{RB=0;
ordenando con relaciéon 4 ¢,

r—20 (R+rF)+Hr 6 + } 68 (4 F r+R)=o0,
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Desarrollando por coeficientes indeterminados el valor
de 6, tendremos limitdndose 4 la cuarta potencia de r:

i=Ar+Br*+Cr8+Dr?
r—2 (Fr+R) (Ar+Br® + Cr3+Dr4)+Hr (A%r* 4 2 A Br3-+
+B*r¢4+2 ACré)+] (4 Fr+R) (A3r84+3 A*B rt)—o

Ordenando segfin las potencias de r y reduciendo, ten-
dremos:

(1—24R) r—2(AF+BR) >+ (N2 H4 J4sR—2BF—2(R) ® +
+ (43P +12BR+24BH—20P—2DR) rt =0,

_ Igualando & cero los coeficientes de las diversas poten-
cias de r, se tendra:

1—2AR=0

2{(AF+BR)y=10

A2H+}A3SR—2BF—2CR=0

$4A3F+A2BR+2ABH—-2CF—2DR=0
La primera ecuacién da:

1 :
A= TR Y la 27

Sy
B=—sm

Con estos valores la tercera ecuacion da:

~ 1 , H f 1-":77
C=EmTsm T am’
y la cuarta:

e Fs SHF
D= 9 Be - TaRe

22—Técnica de la Geodesia
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fici ralores encontra-
Substituyendo los coeficientes por sus ¥ alores enc ¢

() () (5

4
3 - X L F(]\ lr_]
8 ; k)

que es la ecuacién polar de la curva A B.
La longitud de la curva desde A hasta 5, es:

bty
S:.J(1+r~(1r5’) " o

6 hien X 5
o4 6° L

s=r+ [ (4 g —dri ) o

Diferenciando la ecuacién de la curva, tendremos:

1 ;A
difvolig & e 3[717+_ﬁH+ﬂF_]f
dr— 2R FR'~’+ A8 " 8 2 R3
3 1 pg)?®
—4[——1« H+—2-1~‘ T

: 3
dgje =1 aw o1 e
[er =4 TR’ l16+ 8

3

i g g ) 1
K - I QP'}]'—5+
_[8F+4FI+’ R

(]6]4'* 17_13“____
lm — 16 R*

Y sustituyendo:

1 r3

o I ; E
s=r+ [ [g o2 F ot 2

9 T L

Integrando:

3 5

L . —H
80 T3

+ = Fit_f_ '7,,1__}.
3o R2 160

24 R2 " &

S—r + " = iy
F R
| SR 8 2] =25
— — ” o 3 .
BGI 481 H+1L’F , R3

1 r5 16

~640 R+t o5 P Rw
¥y ordenando;

. + I-:{ [
== —
24 R2 |
3 5
e P
[isPH+ 12

Sien esta ecuacién reemplazamos K en lugar de r, obten-
dremos la longitud de toda la curva AB, y si ponemos por
F y H sus valores, limit4dndose 4 la segunda potencia de e,
pues el término en e2 K5 s6lo es de 3 mm. por una distancia
de 483 kilémetros, tendremos:

. K3 e2 K+ 3 Kb
S e — COS ¢ 20 - =2 1o
Sl AR PR ORERZT 640 R+’

Hiaiih __ €%sen ¢ cos ¢ cos «a
i1+h'~’—1—-e'~’(1——(:053.@0052:1)’

que despreciando las potencias superiores 4 e?, se reduce
simplemente al numerador.

De igual manera, la longitud de la curva BA, obtenida
como terseccion de la superficie por el plano que determina
lanormalen B y el punto A, sera:

K.’i C'JK-L 3 K."x
#3 s o P T T T 1
S=Kt iRr Tepm osesen2¢’ 4 o

Como se ve, la diferencia entre s y s’ es insensible, y sin
mconveniente alguno puede aceptarse como valor definitivo
el promedio entre ambas series.

Sensiblemente a+4'—=180°, y por lo mismo los cosenos




