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10 apreciar el efecto de la co-
y como g difiere poco de . , tpaarfguno en escribir la anterior . , o hay mconvemen e . d 
rrecc101;1, n d 1 milímetro por unida : como sigue, toman o e 

d l = o~m345 dg; 

d d 1 pequeña variación de g, que 
fórmula que ~emuestra, a a/ la corrección por variación 
no es necesario llevar en cuen a 
de la pesantez. 

Triangulación. 

S A B dos puntos de la superficie terrestre y C ~ l 
ean y . 1 ormal en A y pasa por , 

polo. El plano que_ contl1ene r!J en By pasa por A, cortan 
el plano que contiene a no -

Ia superficie según dos curvas _planas e 
diferentes. Suponiendo, para fiJ~rro.s, 

e A y B pertenezcan al hem1s _eno 
qu t que B está á mayor latitud 
nor e, Y A p B dada por el que A la curva 

1 
A 

lano, que contiene la norma en 
pueda al sur de la curva B Q A dada 
q or el plano que contie_ne la _normal 
~n B. Al hablar de la d1st'.1n~1a A B, l3 
hay cierta ambigüedad, s1 bien ésta 
es más aparente que _real, J?Orquea1;1 
curva más corta 6 d1st~nc1a geo e- p A 
. mos no difiere apenas 

s1ca, com? óve~; al, de cada una de las curvas planas; por 
en extenst n 

1
~e .6 B Q A es exacta en B y la de A P B 

otra pa11e, lªa d1r~~c~enlas tres curvas anteriores que hemo_s 
lo es_edn d. o c1:~!iremos una cuarta, llamada curva de ahcons1 era , 

neación. que un observador, colocado entre A y B 
Sup~ngamos a~os uiere ponerse en línea con 

con un mstrumin;~a ~f1!c;mbi1rá de posici6~ transversal
ambos puntos. , A B hasta conseo'Ulr colocarse en 
mente resrc~~~ldel:1 l~~!~o vertical descriti por el eje óptico 
un punto. , t t or A como por B. 
del anteoJO, p~se an 1 ° ~nsiderar los triángulos geodésicos 

En todo ,n1?;;e:tr~ . suponemos que las líneas que unen 
en la,superfic1e 1~ as g~oclésicas· pero discrepandotan poco los vert1ces son tne ' · 
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entre sí las líneas que anteriormente hemos definido, y á causa 
de la propiedad de la línea de alineación, de conservar el azi
mut con~tante, podemos aceptar que las líneas que unen los 
vértices son líneas de alineación, pues los ángulos que éstas 
líneas forman entre sí son los dados por el instrumento, 
mientras que los ángulos que forman las geodésicas deben 
ser calculados. 

Gauss define del siguiente modo la curvatura de una su
perficie, de conformidad con el método seguido en las curvas 
planas. Si tenemos una porción de superficie curva ceñida 
por una línea cerrada, y trazamos los radios de una esfera 
de radio unidad, paralelos á las normales á la superficie en 
los diferentes puntos de ese contorno, el área de la porción 
correspondiente de la e~fera será la curvatura total de la 
porción desuperficiede que se trata. Yestosupuesto,sidado 
un punto de ella dividimos la curvatura total del elemento 
superficial donde se encuentra dicho punto por el área de este 
elemento, el cociente nos ofrecerá la medida de la curvatura 
en tal punto. Sea pues, ese elemento un pequeñísimo rectán
gulo formado por cuatro líneas cte curvatura: a /i los lados 
de ese rectángulo, Pm Pp los radios correspondientes de cur
vatura. Las norm9.Jes trazadas por los puntos del contorno 
estarán en cuatro planos que se cortarán de dos en dos per
pendicularmente. Los radios correlativos de la esfera de ra
dio unidad determinarán en su superficie un rectángulo cuyos 
lados serán 

a {3 , a{3 
y - y su area -, 

Pm Pp ' Pm Pp 

la cual, dividida por el área del rectángulo, da 

1 
Pm Pp 

y esto será la medida de la curvatura. 

Demostró Gauss que si una superficie inextensible, pero 
flexible, se arquea ó deforma más ó menos, la medida de la 
curvatura aún en cada punto será la misma. Así tomando 
en una superficie una porción muy pequeña, en cuyo centro 
los radios principales de curvatura sean Pm y Pp , esa porción 
podrá adaptarse, sin que en ningún punto de ella cambie la 
curvatura sobre una esfera de radio igual á (Pm Pp )½ 

Podemos pues representar los triángulos geodésicos por 
una serie de triángulos colocados en esferas osculatrices de 
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radio igual á .J Pm Pp, Pm Pp siendo los radios de curvatura 
en el meridiano y en un plano normal, en el punto medio del 
triángulo considerado. 

Supuesto lo anterior, si llamamos A, B y C los ángulos 
del triángulo esférico equivalente, a by c los lados opuestos 
y , el exceso esférico, tendremos: · 

t = B + C + A -180º; de donde 

1 1 1 1 1 
sen 

2 
t = sen 

2
(B+C)sen2 A-cos 2 (B+C) cos 2 A 

Según las fórmulas de Delambre, tenemos: 

sen½ (B+C) 
cos½ A 

cos ½ (B+C) 
sen½ A 

de los que se deduce: 

cost (b-c) 
costa 

cos t ( b+c) 
costa 

1 1 1 1 
sen 

2 
(B+C) sen2 A- cos 2 (B+C) cos 2 A= 

A 
sen 1. b sen 1. c = sen _...=cY __ _;.,:.-. • 

cos ½ a ' 

y por consiguiente: 

si hacemos: 

1 sen ½ b sen ½ c sen A 
sen 2 •= cos ½ a 

a+b+c=2º 

- a+ b + c = 2 01 

+ a - b + c = 2 02 

+ a + b - c = 3 ct3 

• 
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sabemos que set· tene, según la Trigonometría esférica: 

sen ~ A= [ sen 82 sen Ds l ¼ 
2 sen b sen c 

cos _!_ A= [ sen et sen ct1 l ¼ 
2 sen b sen c ; de donde 

; sen A= (sen o sen 81 sen o2 sen Da)¼ 
sen b sen c i Y substituyendo: 

sen ! e= (sen D sen °1 i:en 02 sen D3)~ 

2 cos t b cos ½ c cos ½ a 

Consideremos ahora un trián 1 . 
dos sean pequeños con relaciln algu o _esférico cuyos tres la-
A' B' C, los ángulos y A, el drad10 de la esfera; y sean 
1 d w. area euntrº' 1 1 
a os a, b, c, sean iguales á los del t ºá iangu ?~ anocuyos 

Podemos poner: n ngulo esfenco. 

sen¼ o = °" (1-~ )" _ .l.( ( 1 02 6 - o" -12) Y 

cos _!_ a = 1 _ ~ . . 2 g , Y por consiguiente, 

t = (o o-¡ 02 os )¼ 12 
1- a:i + b2 + c2 

8 

1- ¡}2 + ¡}2 + ¡}2 + ¡}2 1 2 8 

Pero las fórmulas que nos dan ct o 
drado y sumando nos dan: ' ¡ ...... , elevadas al cua. 

8:1+8~+8~+8~=a2+ b2 + c2; 

Y substituyendo 

t=(rJ0102bs)¼ (1- a2+b2+c2) ( a2+h2+ 2 
12 1 + 8 c ) 

=(00102 oa)¼ (l+a
2
+b

2
+c2 

24 ) 

• 



• 
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El á rea de un triángulo plano en función de sus lados es: 

luego: 

a2 + b2 +cz 
t = 6.' (1+ 24 ) ........ ... . 

Por otra parte, sabemos que se t iene: 

luego: 

1 A' _ [ 8 81 ] " . cos - -- ' be 

( 
,'81 ) " ( sen 82 sen 8s ) " 

sen ½ A cos t A' = be sen b sen c 

( 
82 88 )¼ ( sen B sen 81 )¼· 

cos ½ A sen t A' = -be sen b sen c ' 

de donde: 

El desarrollo del seno en función del a rco nos da: 

• 
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luego: 

ó2 ó2 - t2 t2 + 2 3 O O¡ 

144 
Pero: 

ó4 - 8;+ 8t- 8: 
1-1-40 

ó;-8~==-ab+bc; óf+8~== ~ (a2+b2+c2)-ac 

8
4

-ó~==(8
2
- ón (J2+Jn== ! ab(a2+b2+c:¿)+ 

+a
2
bc+; be (a2+ b:¿+c2)+ab c2 

8t- 8;==(8t - 8~) (8;+ó~)==-; ab(a2+b2+c2)+ 

1 
+a

2
bc+ 2 b~ (a2+b2 +c2)-ab c2 

8
4 

- 8; + óf-ói = b c ( 3 a 2 + b2 + c2) 

8
2 

- ó~ + M- 8~ == 2 be 

ó~ ó~ == 1~ [ a 
2 

- (b - c) 2] 2¡ 82 ó~ . 
1
1
6 

[ ( b + c )2 - a2 r 
8~ 8~-82 8; == ; b c ( a 2 - b2 - c2) 
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Substituyendo tendremos: 

( 

12 _ 3 b2 - 3 e2 ) 

= !f 1+ 120 

Por otra parte: 

de donde: 
a2 + 7b2 + 7c2 

A-A'= t .6' (l + 120 ). 

Poniendo por .6' su valor en función de r, tendremos: 

12+ b2+ ,2 a2+ 7h2+ 7e2) _ .:.+..:.. (-2a2 + b2 + c2) 
A-A'=}• (l--i-

4 
-) (l+ 120 - s 180 

B-B'= 
-=-+-• (a2 __ 2b2 + c2) 
3 180 

C-C'= 
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Como el último término es despreC'iable, resulta el teore
ma de Legendre, que dice: 

Los ángulos A, B, C, de un triángulo esférico, cuyos lados 
a, b, e, son muy pequeños con relación al radio de la esfera, 
son iguales á los ángulos correspondientes del triángulo pla
no cuyos lados son también a, b, c, aumentado cada ángulo 
con el tercio del exceso esférico del triángulo. 

La aplicación del teorema de Legendre simplifica mucho 
la resolución práctica de los triángulos geodésicos, mas con
viene saber hasta qué punto de aproximación puede llegarse 
con seguridad. 

Si se conoce el lado c y. es el exceso esférico, tendremos 
según el teorema citado: 

sen (A-}.) 
a= c -----:-- · 

sen (C-}.) ' 

y el cálculo riguro1;0: 

de donde: 

sen A 
sen a=sen c - C =K; 

sen 

a=arco sen K. 

Si llamamos &a la diferencia entre estas soluciones, ten
dremos: 

sen (A- 1 
•) sen A 

ba=c C f ) -arco sen {sen c --C- ). 
sen ( - ir. sen 

Para trasformar este valor hagamos uso de las fórmulas 
de Delambre: 

sen ~(A-C) 

cos+ B 

sen+ (a- e) 

sen + b 

que mutiplicados dan: 

sen (A - C) 
sen B 

miembro puede escribirse: 

cos i(A-C) 

sen f B 

sen+(a+c) 

sen+ b 

cos c-cos a 
---- - ; pero el primer 

2 sen2 ...!. b 
~ 

sen ( A - C) · sen :\ sen a 
B = (cot C-cot A) --8 sen C = (cot C-cot A) --b sen C, sen sen sen 

12-Técnica de la Geodesia. 
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luego: 
e' e• a2 a• 

-- 2 + 24 + 2 - 24 
coe e - coa a _ -.----=--=;~2 ---¡¡¡b2~~ = 

cotC-cotA= 1b C- 1 ab(l _!l:_)(1 +-)sen C 
sen a tg -¡ sen 2 - 6 12 

Por otra parte: 

sen(A-½•) senAcos{ - - cosAsenf.) -
= e 1 e en 1 ·) e -s-en- (-=e- +-,-. -) ' sen ecos;¡ • -COS s 3 

sen A 1-tg~. cotA _ 

= e sene 1-tg{ecote 

sen A + sen A tg ..:. (cot e-cot A) = =C -- C , 3 
sen e sen e 

ª2-c2 a2-b2-c2 sen A a 1 ) 
=e--~+ c -..1,.• ---:------:::- ( + 12 = 

sen e e 3 a b sen e 

A 2 • sea a ( 2 2 ) = e --+ -6 a - e - b--~--
sen e a sen L 

Sabemos que se tiene: 

xª 3 xs · luego: arco sen x = x + 6 + 4o + · · · · · · · · · · · ...... ' 

sen A 
arco sen (sen e sen e ) = 

s A 3 sens A sen A + 1 3 ~ +-sensc ~-e + ...... -6 sen e senª e 40 sens =sene sen e 
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pero podemos poner: 

es es 
sen e = e - 6 + 

120 

es 
sen3 e = c3 --

2 

seos e = es 

sen A sen a a a2-e2 
sene =senc=c<1 - ~ > 

sen5 A a 5 • 

- ~e= 5 ; y sustituyendo, tendremos: sen" e 

sen A c3 es sen A arco sen (sen e--)= (e- - +-) --+ 
sen e 6 120 sen e 

1 es a a 2-e2 1 es as a2- c2 
- - (c

3
- - )-(1---)+- (cs - - ) - {1- ---)+ 6 20 e 6 6 2 es 2 

3 sen A a e4 a2-e2 
+ as=e- - - (c2- - ) (1- -) + 40 sene 6 20 6 

as e2. a 2-c2 3 sen A 
+ -(1-- ) (1- - ) + -as=e- + 

6 2 2 40 sene 

a a4 7 e4 a2 c2 
+ -(a2-e2---- + --) = 

6 20 60 6 
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y finalmente, reduciendo: 

sen A - sen A + ~ 
arco sen (sen c sen e) - c sen C 6 

[ a2-c2-;~ (a2-c2) + 76~2. (a2-c2) ]= 
a'l. 7 c2 

=csenA+3--(a2-c2)(1-
20

+ 60 ). 
sene 6 

Sustituyendo, tendremos: 

2 e senA a ( 2 2) ---,------:::.--
Ja=c - C+-6 ª -c absenC sen 

de donde: 

2 e 3 at -7 c' ) 
o a = i ( ª2 

- c
2 

) ( ab sen C - 1 + 60 

Si calculamos • por la fórmula Z. = ab sen C, tendremos: 

oh = 

. h amosunaaplicación numérica. 
Para apreciar. el error sl~a) = 6400 kilómetros, a = 300 

Si hacemosR (rachoOdOe ~ \1re1~10s para o a expresada en me
kilómetros Y c = 1 • en 
tros: 

300 
0 a = 360 

iocn ( ll X 300:.i - 7 X 1filn X 102 = 0,008 

( 6400 )4 
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Sin inconveniente alguno puede pues calcularse el exceso 
esférico por la fórmula: 

f 
ab sen C 1 

2 R2 sen 1,,, puesto que 6 1 =z ab sen C; 

pero en la esfera osculatriz, R2 = p" Pm ; y como 

Pm(radio de curvatura en el meridiano)= (l ª ~ l-t~ i 
-e sen rp , 

p (radio de curvatura en una sección normal)_ (l 
2

~ 2 

1
v 

11 -e nrpm 

ciente aproximación. 

Si hacemos abstracción de e4 , podemos poner: 

R2 = a 2 
( 1-e'.l cos 2 rp) ; y sus ti tu yendo: 

a b sen C ·=-=---:--c----=---=--:--- - ,.,..,.-2 a2 ( 1 - e2 cos 2 rp) sen 1" 

Si hacemos m = 2 2 (l ~ 1 
2 ) 

1
,, , tendremos a -e- cos rp sen 

e = a b sen C • m . 

A continuación tabulamos lg m para todas las lntitu
des de la República Mexicana, tomando loe; elementos de 
Clark para 1866. 

O sea: 

I g a = 6.8046985 lg e2 = 7.8305006 
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<p lg. m. <p lg. m. 

15 1.406 54 25 1.405 89 
49 26 81 16 

73 17 43 27 
64 18 37 28 
55 19 31 29 

1.405 47 20 1.406 25 30 
18 31 37 21 

28 22 11 32 
19 23 04 33 

1.405 09 24 1.405 97 34 

Por argumento se t<;>;11ará la latitud que corresponde al 

punto medio de cada tnangulo. bl de un án ulo obser-
No sólo influyen e~ el error proba \err. lea Ya práctica 

vado la perfección del mS
t ru:re~~a{~:~ ~fect,~ad¡s, sinotam

clel observador_y el número e eral las operaciones se lle
bién el arte y tino con que len gen res de bisección, de lectura 
van. En cuanto son par.te os ue:J~ deducirse el valor del err_or 
del círculo y de graduac1??• ~ 1 promedio con los valores tn
probable de la comparac1on e ue sólo se manifiestan al 
di viduales; mas hay_ otros errores nqdiferentes estaciones. De 
cotejar las observac10nes kecha~ :ción refracciones latera)es 
esta clase son los errores e cen r m'ás confianza que la in

y la faz de las.señales. P_or lo ta;;~:vaciones, debe inspira:el 
dicación propia de las mismas o r las sumas de los tres an
estudio de los er:?resl a cusba~eºn~dis por medición directa. 

1 de cada tnangu o, o 1 
gu os . el Coast Suvery para e 

Las tolerancias aceptadas p,or trián ulosde 1er. orden, 
cierre de los triáng;,1,os rn ~: io ~l errolprobable de las ba-
8" en los de 2º y 1 . den dos om~ lados de triángulos será de 
ses calculadas cons1 era ase 1 º 

d __ en las de 2 _I__ en triangulaciones de 1er. or en, 35000 
80000 

1 1 de 3º · y las discrepancias entre las bases me-y __ en as , 

20000 , 1 _ 1_ -=-1----- respecti-
diclas y los cálculos sera de 25000 ' 10000 Y ::i000 

vamente según el orden. 
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Ecuaciones de condición en una red geodésica son las que 
existen entre los valores de las cantidades excedentes, tales 
como por observación se hallan, y los valores de las mismas, 
tales como por cálculo resultan; pues, por ejemplo, cuando 
ya se tienen las observaciones necesarias para fijar todos los 
puntos, cualquier otro ángulo que se observe puede compa
rarse con su valor calculado. 

Si el número de elementus ó datos necesa rios para calcu
lar una red es m y se tienen m'> m, habrá m'-m elementos 
superfluos, que podrán expresarse en función de los m necesa
rios, resultando m'-m ecuaciones de condición. 

Supongamos, pues, que en una red existan B bases medi
das y A án~ulos deducidos de las direcciones más probables en 
cada estación; y llamemos p el número de puntos ó vértices. 

Para fijar la posición relativa de dos puntos basta con 
dar la distancia que los une; se necesita, pues, una condición. 
Si partiendo de este lado se quiere fijarotro punto, se necesi
tan conocer dos ángulos ó dos lados; es decir, dos condicio
nes por cada nuevo punto; por consiguiente, el número de 
condiciones necesarias para fijar la posición relativa de p pun
tos, será: 

1 + (p - 2) = 2 p - 3 . 

Como los elementos ó datos observados de la red son: 

B + A, 

el número de ecuaciones de condición serú: 

B + A - 2 p + 3. 

que en la práctica para facilitar su investigación se dividen 
en tres clases: 

ecuaciones de bases, 
ecuaciones de ángulo 6 poligonales y 
ecuaciones de lados. 

Como una red sólo necesita una base para ser calculada, 
si hay B bases, habrá B-1 ecuaciones de bases. En todo ri
got, en la ecuación que liga dos bases, deben corregirse tanto 
éstas como los ángulos de los triángulos que las unen; pero 
como el error de las bases es insignificante comparado con el 
de los ángulos y mucho mayor la influencia de éslos, no ha_v 
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inconveniente en suponer las bases exactas, calculando tan 
sólo las correcciones correspondientes de los ángulos. 

Ecuaciones de ángulo ó poligonales son las que expresan 
que la suma de los ángulos de un polígono es igual á tantas 
veces 180º como lados tiene menos dos, más el exceso esférico. 
Si en un polígono trazamos una diagonal que sea observada 
de sus dos extremos, es claro que habrá dos ecuaciones de con
dición; es decir, por cada diagonal introducida habrá una 
ecuación más de condición; luego parad diagonales el núme
ro de ecuaciones será: d + 1; pero en un polígono en el que ha
ya 1 visuales recíprocas y p puntos en los que se haya obser
vado, se tiene d=l-p; por consiguiente, el número de ecua-
ciones de ángulo será: 

1-p+1. 

Se dice que una red es simple cuando tiene el número ab
solutamente indispensable de lados, y en tal caso el cálculo 
deéstos á partir de una base sólo puede hacerse siguiendo un 
camino, siendo tal número, seg(tn dijimos anteriormente: 

2p-3; 

si pues en la red hay 1 lados, los superfluos serán: 

l-'.::p+3, 

é igual el número de ecuaciones de lado. 
La suma de estas tres ecuaciones: 

B-1+1-p+l+l-2p+3 = B+21-p-2p+3. 

Si en una estación se observan 1' direcciones, habrá l' -1 
ángulos; si en otra se observan 1" el número de ángulos será 
l" -1; por consiguiente, el número de ángulos correspondiente 
á p estaciones; será: 

l ' + l" + ...... - p. 

Si en una figura h r.y ! lados observados recíprocamente, 
el número total de direcciones será 2 1 ó 1' + l" + ...... = 2 l; lue
go el uúmero total de ángulos será: 

A= 21 - p. 

La ecuación anterior queda, pues: 

B + A - 2 p + 3, 

idéntica ú la dada anteriormente. 

,. 
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No debe olvidarse qu ¡ • 
ben entrar las líneas obs:~n ds ecuac!ones c'le ángulo sólo de-
ces en.que se hayan observ:lo.ªs rec1procamente y los vérti-

Según la teoría todas la · . 
sol verse simultáne~mente· s ecuac10nes_antenores deben re. 
común 110 considerar desde~~:º pra amm?rar el trabajo, es 
tuando la compensación orfi go a~ ecuac101;1es de base, efec
do solamente las condicignes 5:~as tnldeperd1ent~s, verific_an
do después las ecuaciones de b angf ~s y ados, rntroduc1en
configurada. ases, e ig1endo la cadena mejor 

dicif:,b1:t~~:~~~~!~1~~e~ui: si se omit_e una ec~aci~n de con. 
una ecuación d , completa, Y que s1 se mtroduce 
de aumentarse ~1~:!b~jt~e ~i:J!lzca de las establ~cidas, á más 
ción; así es que debe roce'd e caerse en una mdetermina
ecuaciones paso á p~so á ers~~on método, estableciendo las 
al desarrollar la figura.' me 1 ª que se vayan presentando 

Pongamos un ejemplo que 1 1 . . . manera de proceder. ac are o antenor é indique la 

Elijamos la siguiente figura: 

2 .Ros.ario 

figu~~ss~~~diciones indispensables para fijar los puntos de la 

2 p -3 = 5, 

p~eSt o que P = 4; y en efecto (1 - 3) 1 . 
fiJa la posición relativa de lo; )untos ~s .ª ?ase med1?a que 
p1111tos 4 y 2 es suficient"' el c 1 . . ) 3, Y para fiJar los 
d I d 

• 011oc1m1ento de do , 1 os a os para cada uno· en total 5 d' . s angu os 6 , , con 1c1ones. 
l3-Técnica de la Geodesia.. 


