
cc.2 = + 0.0457 

O)IS 
e:, 
1 0)1~ t--:) ...... 
o, 

() () 

'I 11 

O)\~ ~\e 

e;., 
trj o, 

> ~ 

1 
,: 
~ 

O)\t ~ ~· o 
to = 
1 ~ 

flJ 
O)\;:! = 

() o 
11 

11 a 
1 ~ ..... 

0)1~ ~ 
'lfJ 

l C C;¿)' 

(dn3) = 
(dn3) 
(dd3) = 

(dn3) = b = 
(dd3) 

COM PROBACION. 

,---, 
\~ ......_. 

11 

+ 
t..:: 
o, 
o, 
o 
1 
o 
~ o e;., 
e;., o 
1 a 
o, "'d 
~ 11 
e;., o 
e;., r:f 

+ ~ 
~ o ~· 

<X' 
o, 

o ? o 
+ ...... 
e;., 
o 
o 

11 

1 
...... 
t--:) 
...... O) 

[ e e 2J •~ - - , 

[dd3] = 

+ 35.000 X (- 0.147) 

8.167 
8.167 (- 0.002) - 11.834 (+ 0.08 5) + 6 .150 = + 0.015 

11.834 

0 

+ 21.833 

7.500 
7.500 

+ 31.167 
0 .517 = + 0.002 

- 4.417 = - 0 .012 

1 
c.n 
O'> 

1 
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SOLUCI()N DE LAS ECl.JACIONES. 

(a.n) = - 6.150 (a,a,) = +35.000 (nb)=- 8.167 (a. c) = -11.834 (a,dl = 

~=:~ = -- 0.176 
(iib¡ =- 0.234 (a, e) -=- 0.838 (a, d) 
(a,a.) (aa) ( 8 a,) = 

- P (a b) = - 0.000 
(aa) (bn) =+0.517 (bb) =+21.833 (be) =- 7.500 (b d) = 
(a e) 

- r (Mi) = + 0.029 (a b) (a,b) (a, b) (a, b) 
--- (a,11) =-1.439 - (a.a) (ab)= - 1.911 - --(a, e) =- 2.769 ---- (a. d) = 

_ 6 (ad) = (aa) (a.a) (a. a) 

(/1,B.) (b 111) =-0.922 (bbl.) =+19.922 (bel) = - 10.269 (bdl.) = 
(bnl.) (be 1) [bdl] 

a 0.148 (bbl) =-0.046 (bb l) = - 0.516 [bbl] = 
(bel) 

- r (bbl) =+0.044 (e 11)=+ 4.417 (e e) = + 31.167 (e d) = 

_ b (bdl) = 
(,i e) (a e) [a, e] (bhl) -(aa,) (.in) -=- 2.079 - --(a e) =-- 4.000 - [a a] [ n. d] = (Mi) 

{1=- 0.002 (enl) =+ 2.308 (ce1) =+27.167 [e dl] = 

(be 1) _ 
- (bbl)(bnl)=- 0.4,6 

(be 1) 
- (bbl/bc1)=- 5.299 

[be 1] 
- -[bbl] [bdl] = 

(en2) =+ 1.862 (e e 2) = + 21.868 [e d2] = 

_(en 2 ) = + 0085 [e d2] _ 
(e e 2) · [e e 2] -

_ 6 (e d2) = 
(e e 2) 

(d n) = (cid) = 

r =+ o.o8s 
(a,d) [.EL d] 

-
1
- = + 0.0286 

- (a,a,) (a n) = [u a] [n, d] = 

(a a) 
(dnl) = [dril] = 

(bdl) _ [bdl] [bd1] -
1 

-(bb1)(bn1) = [bb1] -
b b.l = + 0.0502 (dn2) = [dd2] = 

(e d2) _ [ e d2] [ d 2] _ 
I -(ee2)(cn2) = [ e e 2] e -

cc.2 = + 0.0457 
(dn3) = [dd8] = 

(dn3) 
(dd3) = 

(dn3)=b = 
(dd3) 

COMPROBACION. 

+ 35.000 X (- 0.147) 

8 .167 
8.167 (- 0.002) - 11.834 ( + 0.085) + 6.150 = + 0.015 

11.834 

0 

+ 21.~33 

7.500 

7.500 

+ 31.167 

0.517 = + 0.002 

4.417 = - 0.012 

(a,s) = 

(bs) = 

(es)= 

(d s) = 
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El método anteriormente desarrollado satisface por com­
pleto, péro no deja de ser laborioso; roas puede simplificar­
se mucho procediendo por aproximaciones sucesivas, de la 
manera siguiente. 

Como primera aproximación podemos suponer: 

y substituyendo estos valores en las ecuaciones normales (3), 
tendremos llamando x·;, x';' x'.V, los primeros valores aproxi­
mados de las incógnitas 

" ¡· + " 1' + " 1' + + [ " ] " [ " 1" ] P1 1 P:.: 2 Pa a • .. • .. • • ...... • .. • P X1 == P 

"' 1' + º" 1' + "'!' + + [ "'] "' [ "'1'"] P1 1 P2 2 Pa a ......... ... . ..... p x, == p 

Despej::indo, tendremos: 

.. _ p';r;+p~l~+p~l~+ .... -p';l'1-p~l~-p:~·1~- _ (p"(l"-1')] 
x, - [p"] - [p"] 

(p"' (l"'-1')] 
TP''1 

Es decir, los primeros valores aproximados se obtienen 
simplemente tomando un promedio pesado. 

Si substituimos estos valores en las ecuaciones (2), ten-
dremos otros valores para z1, z2, za ............ que llamaremos: 

[p1] (1~ + X1) + p'; x·; + p';' x·;· + .. .... .. . == [P1 11] 

[P2] (1~ + X2) + p~ x~ + p;· x·;· + ......... == [P2 12] 
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De las anteriores se deduce: 

ó despejando: 

La corrección á las direcciones se obtiene, pues, tomando 
las diferencias pesadas entre los valores individuales y los 
promedios, sumando estas diferencias y tomando el prome­
dio. 

Substituyendo los nuevos valores de la z en las ecuacio­
nes (3), tendremos llamando x~, x~· álosvalorescorrespon­
dientes de las x", x'" ...... 
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Reduciendo tendremos: 

x"- [p" (I" -1'-x)] _ [p" (I" -1')] [p" x] 
2 - [p"J - [p"J - - -1?] 

x '"= [p'" (l'"-1'-x)] _ [p"' (l'"-1')] _ [p'" x] 
2 [p"'J - [p'"J [p"'] 

Es decir, que los nuevos valores de la x", x"' ...... se ob-
tienen tomando los promedios pesados de las correcciones 
calculadas y aplicándolas con signo contrario á los primeros 
valores obtenidos 

De igual manera se continuará. 

El cálculo se dispone como se ve en el modelo adjunto. 
Se colocan los valores observados como se indicó en el 

modelo "Grupos de igual peso" reduciendo todas las obser­
vaciones al origen común. Se hace el promedio y se coloca al 
fin de cada columna; se encuentra después la diferencia entre 
cada valor y el promedio, colocando estas diferencias por 
su orden en las columnas encabezadas por 

El cálculo se continúacomoseveclaramenteenel modelo. 
Los nún1eros escritos en la columna (Promedios) to­

mados con signo contrario, serán las correcciones que á cada 
dirección individual,corresponden en el orden en que está n co-
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locados. La corrección que resulta para el origén se quita á 

todos los demás ángulos. 
Procediendo de este modo, más simple que el método exacto, 

se llega á valores que difieren poco de la solución rigurosa, 

bastando una ó dos aproximaciones. 
Comparemos los métodos en el ejemplo hecho: 

SOLOCION POR 
SOLUCIO}I POR F.L 

PONTOS 
EL 

M~:TODO DIFERENCIAS 

METODO EXAC'l'O 
DE APRUXIMACION 

Peña-Gorda O 00 00 Oºº 00 

Pina vete 50 55 02.85 02.68 + 0"17 

Jara 

1 

130 04 45,00 45.08 o.os 

Peña-Alta 172 04 00.09 00.04 +o. o5 
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Modelo para el Método de Aproxítttac!ones Sucesivas. 

:: 
[ l" ] [ l"'] [ ¡,v] Sumaa --Peña-Gorda Pina vele Jara Peña-Al la -- Promedios promedio promedio promedio Tramrsale a ~ 

o 
""' 

0 °00'00' I 50°55' 6, 4130°4'49. 3172°24' 2. 4 + 3.7 +4.2 +2.4 + 10.3 4 + 2.6 
6.0 49.6 01. 9 +3.3 +4.5 + 1.9 + 9.7 4 +2.4 
0.6 42.3 OO. 9 -2.1 -2.8 +0.9 - 4.0 4 -1.0 

54 59.8 43.5 23 58. 6 -2.9 -1.6 + 1.4 - 5.9 4 -1.5 
55 2 .5 39.6 2400. 5 -0.2 - 5.5 + 0.5 - 5.2 4 -1.3 

1.7 39.2 23 58.2 -1.0 - 5.9 -1.8 - 8.7 4 -2.2 
0.3 43.6 24 1.8 -2.4 -1.5 + 1.8 - 2.1 4 -0.5 
3 .0 45.6 2 .1 -0.7 +0.5 + 2.1 + 1.9 4 + 0 .5 
3.2 44.8 0.4 + 0.5 -0.3 + 0.4 + 0.6 4 + 0.2 
4.3 45.2 1.7 + 1.6 + 0.1 +1.7 + 3.4 4 +0.8 
2.4 44.9 0 .8 -0.3 -0.2 + 0.8 + 0.3 4 + 0.1 
3 .3 45.3 0.5 +0.6 +0.2 + 0.5 + 1.3 4 + 0.3 
2.5 45.7 23 59.4 -0.2 + 0 .6 -0.6 - 0.2 4 -o.o 
5.0 48 .. ~ 24 01.6 + 2.3 + 3.7 + 1.6 + 7.6 4 +1.9 
3.7 45.3 2.4 +1.0 + 0 .2 +2.4 + 3.6 4 + 0.9 
3.0 44.7 2.1 +0.3 -0.4 +2.1 + 2.0 4 +0.5 
2 .3 48.7 1.6 -0.4 + 3.6 + 1.6 + 4.8 4 + 1.2 
3.9 47.9 1.5 + 1.2 + 2.8 + 1.5 + 5.5 4 + 1.4 
2.8 44.1 23 58.5 + 0.1 -1.0 -1.5 - 2.4 4 -0.6 
2.3 44.5 57.2 -0.4 -0.6 -2.8 - 3.8 4 -0.9 
2.9 43.7 58.8 + 0.2 -1.4 -1.2 - 2 .4 4 -0.6 
2.9 43.9 59.3 +0.2 -1.2 -0.7 - 1.7 4 -0.4 
3.8 44.3 + 1.1 -0.8 + 0.3 3 + 0.1 
2.6 44.0 -0.1 -1.1 - 1.2 3 -0.4 
4.7 24 2 .6 +2.0 +2.6 + 4.6 3 +1.5 
1.0 0.7 -1.7 +0.1 - 1.0 3 -0.3 . 54 59.1 0.2 -3.6 + 0.2 - 3 .4 3 -1.1 

55 1.6 0.2 -1.1 +0.2 - 0.9 3 -0.3 
4.8 23 59.9 + 2.1 -0.1 + 2.0 3 +0.7 ,. 3.2 57.3 + 0.5 -2.7 - 2.2 3 -0.7 

54 59.9 57.0 - 2.8 -3.0 - G.8 3 -1.9 
55 1.7 58.3 - 1 .0 -1.7 - 2.7 3 -0.9 

1.4 59.2 - 1.3 -0.8 - 2 .1 3 -0.7 
2.3 58.6 -0.4 -1.4 - 1.8 3 -0.6 

54 59.3 - 3.4 - 3 .4 2 -1.7 
1.6 - 1.1 - 1.1 2 -0.5 
3.3 +0.6 + 0.6 2 + 0.3 
2.8 +0.1 + 0.1 2 +o.o 
4.1 + 1.4 + 1.4 2 + 0.7 
4.6 + 1.9 + 1.9 2 + 0.9 
3.7 +1.0 + 1.0 2 + 0.5 
4.1 +1.4 + 1.4 2 + 0 .7 
3.2 + 0.5 + 0.5 2 +0.2 
2.9 - +02 + 0.2 2 + 0.1 
5.0 + 2.3 + 2.3 2 + 1.1 

47.9 23 59.4 + 3.8 -0.6 + 2.2 3 + 0.7 
48.2 60.9 + 3.1 +o.9 + 4.0 3 + 1.3 
44.1 59.3 -1.0 -0.7 - 1.7 3 -0.6 
43.6 60.0 -1.5 -o.o - 1.5 3 -0.5 
45.8 59.3 + 0.7 -0.7 o.o 3 o.o 
44.7 57.3 -0.4 -2.7 - 3.1 3 -1.0 

59.0 -1.0 - 1.0 2 -0.5 

• 58.3 ' -1.7 - 1.7 2 -0.8 
59.6 -0.4 - 0.4 2 - 0.2 
62.4 +2.4 + 2.4 2 + 1.2 
60.6 +o.6 + 0.6 2 +o.3 
62.7 +2.7 + 2 .7 2 + 1.3 
58.2 -1.8 - 1.S 2 -0.9 
57.8 -2.2 - 2.2 2 -1.1 

50°54' 62.7 130º4'45.1 172º24' 00.0 +30.1 +27.0 +32.5 
Corm.-0.01 C orrec.-00.3C orm.-00.11 Corree. + 00.3 -27.1 -27.2 -31.5 

+ 3.0 
le -0. 7 le - 1.5 le - 3.4 le + 1.3 Comprobación 

N9 59 N°45 N9 30 N9 46 

00 55 02.68 04 45.0 00.04 Valores definitivos 
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Método de observación por ángulos.-Manera 
de proceder de Schreiber. 

Sea en la figura O la estación y 1, 2, 3, ...... s los puntos 
observados. Los ángulos que deben medirse en las distintas 
posiciones del círculo son: . 

'1 

J 102 

s 103 203 

10s 20s (s-1) Os; 

fé:::.._j__..L-_L.----S 
o en total½ s (s-1) ángulos. 

Llamemos á los ángulos medidos li.2, k a, 11.s, h a, hs, 
...... l(s-i)s, y designamos por X, A, B, C ...... S, las direcciones 
más probables de las visuales á los vértices 1, 2, 3 ...... s; ten-
dremos las siguientes ecuaciones de condición: 

-X+A -h.2 =v1.2 
-X +B -h.s =V1.3 
-X +e -h.4 =V1.4 

-X + S-11.s =V1.s 
-A+B -12.s =v2.s 

1. 
-A +e -b.4 =V2.4 
-A + S-12.s =V1.s 

-B+C -13.4 =V3.4 
-B+ +S-la.s =va.s 

-R + S-l(s-1).s= V (s-1).s 

v1.2, v1.3, V(s-1).s, siendo los errores. 
La suma de los cuadrados de los errores deb'iendo ser un 

mínimo, las dlferenciales con relación á cada una de las va­
riables serán iguales á cero·, y tendremos las siguientes ecua­
cíones normales: 
(s-1) X . - A - B-C ...... ....... --S= -!1.2-!1.3 -h.4••····-h.s 

X+ (s-1) A - ~-C ............ . .'.-s= + lt.2-!2.s-!2.4 ...... -12.s 
X A+ (s-1) B-C ............. -S= + li.s-12.a-la.4 ...... -la.s 
X A -C ... + {s-l}S= + lt.s -1 12.s + la.s ..... .+l(s- 1)s 



-66-

Como el origen puede ser cualquiera, es claro que tendre­

mos la ecuación: 
X + A + B + C + ............... S == o, 

que sumada con las anteriores las reduce á las siguientes: 

s X= -h.2 -}¡_3 -11.4- ............... - h .s 1 
S A. = + h.2 - 12.s - h,i, - •····· .. •· •· •·· - h.s ...... 2 
s B = + 11.3 + h.s - h_4 - .... .......... - l 3 .s 

S S = + ks + l:.1.s + ls.s + .............. + l(~- l¡s 

Las ecuaciones (2) se resuelven fácilmente disponiéndo­
las como se ve en el cuadro adjunto. 

1 2 3 

1 
4 s SUMAS 

lt.2 h.s lu. li s Suma l 

1 lz.s 12.4 12.s Snma2 

1 

1 

1 

ls.4 ls.s Suma3 

1 l (s-l)s. Suma.4 

l, 1 l s 1 1, ~ $ 

Sumal Suma 2 Suma 3 Ruma 4 

s X= s A \ 
s B e s S 

X A 1 B s C s 1 

Resolvamos el ejemplo para aclarar lo anterior. 
Los ángulos se midieron ocho veces y están colocados por 

su orden en las columnas (1.2), (1.3) ....... .. ( 1.6) ... ...... (5.6) 
poniendo solamente los segundos, y en la cabeza de cada co­
lumna están los segundos tomados por estima. 

En la segunda columna inmediata á la de los ángulos se 
han puesto las diferencias entre cada valor y la estima, ha­
ciendo su suma y su promedio como se ve claramente. 

Estos promedios son los que se colocan como indica el 
cuadro anterior en los lugares designados h.2, h..s,••···.l <s-1)s, 
continuando el cálculo como se ve claramente. 

Comn comprobación debe tenerse: 

X t A. + B + C ............ + S = o 
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b 
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IO 
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~ 
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{

l. Bressoir ........ = Oº 0' O'' + X 
2 . Kaiserstuhl .. = 54 2.! 61 + A 

ESTIMA 3 . .Basisnordlich = 66 24 li2 + B 
4 . Belchen ......... = 91 55 18 + C 
5. Sausheim ...... = 112 35 45 + D 
6. Glaserberg .... = 154 43 8 + E 

1.2 1.3 1.4 1 .5 1 .6 2.3 2.4 2.5 2 .6 

1- 1- 1- 1- 1- 1- 1- 1- 1-
61"0 estima 32.0 estima 18.0 estitna 45.0 estim a 8 .0 estima 31.0 estitna 17.0 es thn a 44.0 esthn a 7.0 esthn a 

60.7 -O.U 32.7 +0.7 17.2 -0.8 44.5 -0.5 7.7 -0.3 30.7 -0.3 18.2 + 1.2 44.7 +o.7 8.3 -~ 1.3 
60.7 -0.3 32.2 +0.2 17.3 -0.7 44.8 -0.2 8.2 +0.2 30.7 -0.3 18 .7 + t.7 444 +0.4 7.5 + o.5 
59.0 -2.0 32.+ +o.4 16.7 -J.3 46.8 +1.8 7.4 -0.6 30.9 -0.l 16.9 -0.1 43.5 -0.5 6.9 - 0.1 
60.4 -0.6 81.5 - 0 .5 16.6 -1.4 45.7 + 0.1 7.2 -0.8 29.5 -1.5 15.3 -1.7 43.l -0.9 8.0 + 1 .0 
58.9 -2.1 31.5 -0.5 17.4 -0.6 44.3 -0.7 9.9 + 1 .9 30.9 - 0.l 15.9 -1.1 44.5 +0.5 8 .0 + 1.0 
60.1 -0.9 31.6 -0.4 16.8 -1..! 44.4 -0.6 9.6 +1.6 29.5 -1.5 17.0 o.o 43.1 -0.9 8.0 + 1.0 
60.6 -0.4 30.7 -1.3 17.8 -0.2 44.1 -0.9 8.7 +o.7 80.8 -0.2 16.5 -0.5 44.3 + o.8 9.4 + .i.4 
69.6 -1.4 81.4 -0.6 17.8 -0.2 45.3 +o.3 8.9 +0.9 32.0 +LO 17.3 +0.3 45.0 +1.0 8 .1 + 1.1 

-
-8.00 -2.0 -6.4 -0.1 + 3.6 -3.0 -0.2 + 0.6 +8.2 
-1.00 -0.25 -0.8 -0.0125 +0.45 -0.375 -0.025 + ü.075 + l.025 

1 
3.4 3.5 3 .6 4.5 4.6 5.6 

46.0 1- 13.0 1- 36.0 1- 27.0 1- 50.0 1- 23.0 1-
esthna estima estin1a estitna estima estin1a 

45,8 - 0 .2 13.1 + o.l 36.0 - O.O 27.8 + o .8 49.5 - 0.5 22.4 - 0.6 
' 45.6 - 0.4 13.8 + o.8 35.6 - 0 .4 27.2 + 0.2 49.0 - 1.0 :33.8 + o.8 

44.4 -1.6 14.2 + 1.2 34.1 - 1.9 27.l + 0.1 49.1 - 0.9 25.1 + 2.1 
46.l + 0.1 13.5 + o.5 35.3 - 0.7 26.5 -0.5 49.3 --0.7 26 5 + 3.5 
44. -1.2 J 1.4 - 1.6 íl7.1 + 1.1 27.4 + o.4 5 1.9 -f-1.9 25.4 + 2.4 
44. -1.5 10.6 - 2.4 37.0 + 1.0 27.0 o.o 51.4 + l.4 25.0 + 2.0 
47.2 + 1.2 14.6 + 1.6 37.4 -f-1.4 28.7 + 1.7 51.1 + 1.1 23.0 o .o 
46.6 + o.6 13.6 + o.s 3 7.4 + 1.4 27.5 + 0.5 49.3 - 0.7 23.6 + o.6 

-8.0 + o.8 +1.9 - 3.2 + o.6 + 10.8 
------ - - . -0.375 + 0 .1 +0.287 5 - 0.4 + 0.075 + l.35 

, 

1 
1 

2 3 4 5 6 O' 
,;. 

- 1.000 - 0.250 - 0.800 - 0.013 + 0.450 - 1.613 
~ -0.375 - 0.025 + 0.075 + 1.025 + 0.700 

- 0.375 + 0.100 + o.:,:38 - 0.037 
+ 0.400 + 0.075 + 0.475 

+ 1.350 + 1.350 

- 1.000 - Q.625 - 1.200 + 0.562 + 3.188 + 0.875 
+ 1.613 - 0.700 + 0.087 - 0.475 - 1 .350 

+ 1.613 - 1.700 - 0.588 - 1.675 - 0.788 + 8.138 

+ 0.269 - 0.283 - 0.098 - 0.279 - 0 .131 + 0.523 Suma alge-

B e D 
braica 

X A s igualácero 


