
-28-

Supongamos que el círculo nos representa el horizonte 
verdadero y Z la proyección del zenit real. Sean V erpolo del 
limbo instrumental; Z A0 la traza del plano que ·contiene 
la vertical y el eje azimutal del aparato, A0 siendo la lec
tura desconocida del círculo azimutal; Z M y Z M' las trazas 
de los planos verticales que pasan por las señales visadas, y 
Z K y Z K' las trazas de los planos verticales que contienen 
el eje de altura. 

Es claro que: 

arco Z V=r (desviación del eje azimutal del aparato, medida 
por el nivel paralelo) 

arco V K=arco V K'=90º-r1 , r1 siendo el ángulo que el eje 
alturas hace con el círculo; r1 es pues la altu
ra del punto K sobre este círculo. 

arco K M=K' M'=90º +c, c siendo la colimación 
Am A'm Ak A'k serán los azimutes astronómicos de los puntos 
M, M', Ky K' 
arco Z M = ~ distancia zenital del punto M. 
arco Z M'=e ,, ,, ,, ,, M'. 
arco Z K = 90 - b } b b' . d I . 1. . d l . 
arco z. K' = 90 _ b' y sien o as me mac1ones e eJe so-

bre el horizonte, correspondientes á los dos azimutes, inclina
ciones dadas por el nivel montante. 

El triángulo esférico Z V K nos da: 

cos (KV)=cos (KZ) cos (ZV)+sen (KZ) sen (ZV) cos (KZV) 
ó sen r1=sen b cos r+cos b sen r cos (Ak -A0 ); puesto que 
se trata de arcos muy pequeños: 

ri= b + r cos (Ak -A0 ); de donde: 
b=r1-rcos (At-Ac)l 
b'=r1 - r cos (A'k -Ao) r························ .. ···················· ... (3). 

Los triángulos K V K' y K Z K' nos dan: 

cos (K K')= sen r1 sen r1 + cos r1 cos r1 cos (KV K') 
cos (K K')=sen b sen b'+ cos b cos b' cos (K Z K') 

Puesto que r1 by b' son cantidades muy pequeñas, ten-
dremos: 

cos (K K'r • cos (K V K') 
cos (K K')=cos (K Z K'); de donde: 

KV K'=K Z K' ............................. (4). 
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K V K' es el ángulo que ha girado el instrumento, que 
llamaremos: 

L' - L, y K Z K' es la verdadera diferencia de azimutes 
de los puntos M y M', luego: 

L'-L= A~-Ak 

El triángulo M Z K nos da: 
cos (K M)=cos (K Z) cos (Z M )+ 

sen (KZ) sen (ZM) cos (KZ M), ócos (90º +c)=. 
cos ( 90° - b ) cos ~ + sen ( 90° - b ) sen ~ cos ( Ak - Aro) 

ó -sen e= +sen b cos ;+cos b sen ;cos (Ak -Aro); de donde: 

- sen e - sen b cos ~ 
cos b sen~ 

El ángulo Ak -Am difiere poco de 90°· si llamamos 6. la 
diferencia, podemos poner: ' 

(3) ............... Ak -Am= 90° + 6.; ó substituyendo: 

sen c + sen b cos ~ , . . 
sen 6.= b ,.. ; o con bastante aprox1mac1ón: cos sen ,; 

c + b cos ~ c ,_ . . 
6.= 1: =--,.. + b cot ,;; por consiguiente la 

sen " sen~ 

(3) queda: 

Ak - Am= ~ + b cot ~ + 90° ......................................... (4) ~n; , 
y de igual manera: • 
A' -A' _ _ e _ + b' t !:'+ 90° k m- f:' CO ~ ...................................... (5). sen~ 

Poniendo en las anteriores por b y b' sus valores, ten
dremos: 

Ak - Am= se:~+ [r1-r cos (Ak -Ao)] cot; +90º 
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Según la figura podemos poner: , 

(Ak - Ao) =90º + (Am-Ao) y ('A~ -Ao)=90º + ( Am - Ao ); 

luego 

! 1 1 l t r: te)+ 
(A' - A }-(A'-A )-c1- -~1+r1(co ,-co 

m m k k sen ~ sen:; 

r [ cot ~ sen ( Am-Ao )-cot e sen ( A' m-Ao ) ] 

ó según la (2) 

(6) (A'm-Am)-(L'-L)=l'. lr_1 __ ~1 +r1 (cot~-cote) 
sen~ sen:; 

+r [cot ~ sen (Am-Ao )-cot f sen (Am-Ao)] 

La fórmula (8) es para una posición d~l cí~culo, á la/e
recha, por ejemplo; y para el círcul_o á la 1zqme\da, teK r~1 
mos, notando que el arco V K valdra 90 +r 1 Y ~ arco 
90º-c, y llamando a l ángulo dado por el mstrumento 

L'"-L" 
, ) (L"'-L")--c (-1 ___ 1_1 

(7) ............ (Am-Am - - sen~ senfJ 

-r, (cot~-cotf) 

+ r [ cot ~ sen ( Am-Ao )-cot ~, sen A'm- Ao)] 

Sumando la (6) y la (7), y dividiendo por 2: 

( L'-L) + L"'-L" _ 
(A~-A~- 2 -

r [ cot ~ sen (Am-Ao )-cot f sen (A'm-Ao) ] (8) 

Fórmula que demuestra que el promedio de los áng:ulos 
en las dos posidones queda e~ento de los errore: de c~hma
ción é inclinación del eje horizontal sc:>br~ el .:1rculo .. ~ero 

h istiendo el error proviniente de la 111chnac10n tic~ eJe d:l 
!~a~ato sobre la vertkal real, error acusado por el nivel pa-

ralelo. ·b 
Si llamamos 6, A á este error, la (8) se escn e: 

6, A= y[ cot~ sen (Am-Ao )-cotf sen ( A'm-Aº)] (9) 
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EI valor máximo del binomio entre paréntesis no puede 
fijarse sin hacer antes algunas apreciaciones. Las distancias 
z y z' varían comunmente entre 85 y 95° y los valores de los 
senos de (A' m- A0 ) pueden alcanzar valores comprendidos 
ent re+ 1 y -1. 

Para fijar las ideas supongamos que cot z es positiva é 
igua l á 0.087, es decir que z =85°; los casos interesantes se
rán cuando el segundo término del binomio alcance los va
lores: 

+0.087 y 
-0.087 

En el primero, 6A= 0 y en el segundo 6-A= 0.2 r que 
serú un máximo: entonces sí aceptamos que 6 A no pase de 
1", resulta que r ::::: 5": cosa que nos aconseja que la rliferen
cia entre dos posiciones inversas del nivel montante no pase 
de 10", es decir, de las lecturas del ni ve! no acusen más de 5 
div isiones de diferencia; puesto que esas divisiones valen ge
neralmente 2", 

Hay que fijar mucho la atención en que se ha aceptado 
que las distancias zenitales de los puntos visados no sean me
nores de 85° ni mayores de 95°. 

Angulas verticales.-Bn la figura. 8 el círculo nos repre
senta el horizonte verdadero y Z el zenit. 

Supongamos que Z' es el polo ins
trumental y K el punto en que el eje 
de alturas del instrumento, prolonga
do, encuentra al horizonte; B B' O' es 
el gran círculo q~1e tiene K por polo, 
ó sea el círculo vertical del aparato, 
círculo descrito por la línea de colima
ción del anteojo. 

Sea O un objeto cualquiera, obser
vado en el hilo horizontal O O' per
pendicular al círculo, siendo K O' la 

Figura 8. traza del plano que lo contiene. 
Prolongando K Z' hasta B', el arco B' O' 6 el ángulo O' 

K B' medirá la distancia zenital instrumental del punto O. 
Si la lectura del círculo en B' es~ 

0 
y~ en O', tendremos ha

ciendo B' O' = Z1, para una posición del instrumento: 

Para diferentes azimutes la posición relativa de los pun
tos B' y B es distinta, pero su posición relativa está dada 
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por el nivel paralelo; si llamamos 10 la lectura del nivel cuan
do By B' se confunden y l la lectura en cualquier otro caso, 
tendremos: 

6. Z1 = B B' = 10 -1 

l siendo la semisuma algebráica de las extremidades de la 
burbuja. 

Si hacemos el arco B O'= Z', tendremos: 

La verdadera distancia zenital ele! punto O es Z O = Z; y 
el triángulo esférico K Z O, en el que K O= 90° + c, Z K = 
90 - by el ángulo O K Z = Z', nos da: 

cos Z = - sen c sen b + cos c cos b cos Z'; pero 
cos Z' = cos2 ½ z' - sen2 ½ z'; luego: 

cos Z = -sen c sen h (cos2 ½ z' + sen2 ½ z') + 
+ cos c cos b (cos2 ½ z' -sen2 ½ z') = 

= cos ( c + b) cos2 ½ z' - cos ( c - b) sen 2 ½ z' .. 

De las anteriores ecuaciones se deduce: 

cos z' -cos z = [ 1 - cos ( c + b)] cos2 ½ z' -
-[ 1 - cos ( c-b) ] sen2 ½ z' = 

= 2sen2 ½ (c + b) cos2 ½ z'-2 sen2 ½ (c-b) sen2 ½ z'. 

Pero cos z' - cos z = 2 sen ½ (z' + z) sen½ (z- z' ); ó bien 
puesto.que z y z' difieren poco: 

cos z' - cos z = 2 sen z' sen½ (z-z' ); y sustituyendo: 

2 sen z' sen ½ ( z - z' ) =-= 2 sen 2 ½ ( c + b) cos:? 1/i z' -

-2 sen2 ½ (c-b) sen2 ½ z'; de donde, puesto que sen z' = 

= 2 sen ½ z' cos ½ z' : 

(
c + b)~ Z-z' = - 2- sen 1" cot ½ z' -

-(c
2 

b) 2

senl"tg½z'= e ...... (l) 
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De la anterior se deduce: 

Para otra posición del aparato tendremos igualmente: 

z=f-~o+l'-l0 +l, en la que: 

c'+b' 2 (c'-b')2 l= (- 2 - ) sen l" cot ½ z' - -
2

- sen 1'' tg ½ z'. 

El promedio de los dos valores de z, nos da: 

z=½ (f-fl + ½ (l'-1)+ ½(e+ l) .................... (3). 

En la medida de los ángulos verticales lo que más influ
ye es la inclinación del eje vertical que se lleva en cuenta por 
la observación del nivel paralelo. 

. Sensiblemente e y t' son iguales, y por lo mismo la influen
cia en las distancias zenitales de los errores de colimación é 
inclinación del eje de alturas, está dado por la (l ), cuyo va~ 
lor máximo es sin duda: 

(c+b)2 cm= - 2- sen l" cot ½ z'. 

En trabajos geo·désicos cot ½ z' difiere poco de la unidad 
y exagerando podemos aceptar c + b = 20", con lo que: 

•m = 100 X 0.000005 = 0"0005. 

Lo anterior demuestra la poquísima influencia de los 
errores de colimación é inclinación del eje de alturas en la 
medida de las distancias zenitaies. 

Los niveles que sirven para determinar la inclinación de 
los ~jes deben tener una sensibilidad igual á la aproximación 
del mstrumento, y al telescopio se le da una potencia io-ual á 
la de los microscopios. i::, 

Observación por medio de direcciones.-Al ocupar una 
estación para visar los vértices A B C ..... . M, es conveniente 
empezar por elegir una dirección por punto de partida, ya 
sea tomando el vértice que mejor se vea, ya erigiendo una se
ñal que diste cuando menos tres kilómetros de la estación de 
observación. Los vértices se observan por orden de azimut: 
biséctase A y se leen los microscopios; se hace lo mismo con 
B y de igua· modo se continúa hasta llegar al último M; se 
invierte entonces el aparato, se vuelve á bisectar. M y se re-

-t.- Técnica de la Geodesia. 
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troccde observando todos los vértices hasta el -primero ob
servado. 
. El promedio de las direcciones en las dos posiciones del 
instrumento constituye una observación completa; má!:, pa
ra lograr determinad<;l ~recisión debe observ,ars.e cada cljrec
ción n veces, y para eltmmar los errores del circulo, las direc
ciones deben observarse en distinta posición de éste, cam-

. d 360º . d d. . 1 biándolo aproxuna amente -.-, n sien o, como 1g1mos, e 
1 n 

número de series é i el de microscopios. La práctica stguida 
en el Coast Survey, es elegir 5 ó 7 posiciones equidistantes, 
360 ó 360

, y tomar igual número de series en cada posición 
5 7 

hasta lograr la precisión deseada. 
Es muy difícil visar todos los puntos en cada posición 

del círculo, siendo necesario completar después las series par
tiendo de la posición elegida como punto de partida ó de 
cualquier Yértice que sea_ visible. . . , 

Si llamamos a el error probable de una b1secc10n, ,'1 el error 
probable del promedio de las lecturas con los microscopios y 
r el error cometido en el ángulo poc los errores de diviúón del 
círculo; el error probable del ángulo medido por n series en 
idéntica posición del círculo será: 

±✓2 (a2+p2) r --
r; 

Mas si el ángulo se deduce de n medidas en cada una de 
las m posiciones del círculo, el error probable será. 

± jL+ 2 (a2 + 112) 
m mn 

Como se ve, el error probable de un ángulo depende del 
instrumento, del observadory de los números 11 y m . 

Observación por ángulos.-En vez de proceder como aca
bamos ele decirlo, puede hacerse de la manera siguiente: 

2 

,J 

Fig. 9. 

Se observan los ángulos, (fig. 9) 
1 Q Entre 1 y 2, después entre· 1 y 3 

y se continúa hasta llegar al último; 
después se sigue midiendo entre 2.3; 
(2.4) (2.5); y se continúa de igual mo-

+ cto, eliminando una de las ctirecciones, 
como se ve clar~mente en la firrura. 

Si hay n1 vértices, la combinación de 
la 1 '-' dirección con todas las demás 
harán que se midan n1 - 1 ángulos; en 
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la 2'-' habrá 111 - 2, con la 3 EJ. ni - 3 y así sucesivamente has
ta no tener sino un ángulo. Los ángulos mectidos fo rm a n 
pues una progresión aritméticacu)·o primer término es ( 111-l ) 
el último 1 y el número de términos (n1 -1); luego su suma 
será: 

1 1 
2 ( n 1 - 1) ( n 1 - 1 + 1 ) = 2 n 1 ( n'l - 1) 

Los ángulos deben que¡Jar medidos en distintas partes 
del círculo para eliminar los errores de gractuación. 

Observación por el método de repetición.-Este método 
se encuentra hoy casi.abandonado, porque la experiencia ha 
probado que está sujeto á errores que la observación en las 
dos posiciones del instrumento no elimina; aunque se ha lo
grado obtener buenos resultados midiendo un cierto número 
de veces el ángulo, é igual número su explemento. 

Este método está indicado cuando el lugar de observación 
no es firme y la circulación del observador al derredor del apa
rato puede ~Iterar su estabilidad. 

Las horas más convenientes para observar las direccio
nes azimutales son de la salida del sol á las 9 a. m. y de las 
3 p. m. hasta la puesta del sol, pudiendo continuarse las ob
servaciones en la noche con señales adecuadas. Los ángulos 
verticales pueden medirse de las 11 a.m. á las 2 p. m., bas- ,,. 
tando dos medidas en cacfa día y repitiendo las medidas va
rios días, á la misma hora, á causa de la variación de la re
fracción atmosférica. 

NoTA.-Puede determinarse el poder amplificador de un 
telescopio por la siguiente consideración: 

Si el círculo del aparato aproxima b'', el telescopio debe 
ser capaz de a preciar esta misma magnitud; y por consiguien
te, el poder amplificador será: -

M 90 'd d . 1 , d 
L =b cantt a que se incrementa en 3 a causa e 

la opacidad atmosférica y de la diversa iluminación de las 
señales: debiendo calcularse el poder amplificador del teles
copio por la siguiente: 

Para b = 2", M == 60. 
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Método de Bessel. 

o 
Fig.10. 

Sea O una estación en la cual se ha instalado un altazimut. 
Para fijar las ideas diremos que un arco se cuenta en sen

t ido directo cuando su graduación va en sentido contrario al 
de las manecillas deun reloj y que es retrógrado el movimiento 
que siguen las manecillas de un reloj . 

Los ángulos se miden en la forma siguiente: 
Se establece el diámetro 0- 180 del limbo en una posición 

cualquiera, pero invariable: hecho esto, se miden las direccio
nes que con respecto á la línea 0-180 tienen sucesivamente 
las visualesdirigidasá los puntos 1, 2, 3, etc., cuando el círculo 
vertical del anteojo queda ( por ejemplo) á la izquierda', mo
viendo el anteojo en el sentido retrógrado. Terminada esta 
primera operación, se gira el anteojo 180 al derredor del eje 
de alturas, con lo que el círculo vertical quedará á la derecha, 
y se miden nuevamente las direcciones de las mismas visuales 
en el sentido directo, es decir, se mide primero la dirección de 
la visual á s después la de la que se dirige á (s-1) y así en 
seguida. ,, 

Terminada la segunda operación, se desaloja el diámetro 
0-180 un ángulo a en el sentido directo y conservando inva-
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riable la nueva dirección del diámetro dicho, se miden las nue
vas direcciones de las visuales á 1, 2, 3; etc. , en el sentido 
retrógrado y con el círculo vertical á la derecha, después se 
invierte el anteojo para llevar el círculo vertical á la izquier
da y recomienza en el sentido directo la medición de las direc 
ciones á partir de la visual á s. En seguida se desaloja el diá
metro 0-180 otro ángulo a, siempre en el sentido directo y se 
r ecomienza la operación descrita. 

Tomaremos por lecturas h ', h", h"', ......... h 8 el promedio 
de las dos posiciones, y si llamamos p1', p1", p1"', los pesos y 
v1', v1", v1'", ......... las correciones que corrt!sponden á cada 
dirección, como el círculo horizontal se va cambiando cada 

vez el ángulo a hasta tener 
360 = G posiciones, tendremos 

a 
las siguientes notaciones: 

;: Angulos ,o 
] Pesoscorresr.ondien- Corrección de las di- dela línea 
,,, Lecturas del cfrculo tes á cada d rección reccio nes 0 0 ' con la 
o 

1 
visual al 

P< 

1 

punto (1) 

t 1; I;' I;" ........... IIS p; p~' p~' . .......... pr v'1 V~ v~· . .......... v: Z1 

2 e I" I"' 1: p~ p; p~' p~ ' V~ v~· vJ 2 2 ........... .. ......... V2 . ..... ..... Z2 

3 1~ I" l"' 1: p~ p~ p~' p; V~ V~ v~' v: 3 ~ ........... . .......... .. ......... Za 

1 / 

G 1~ ¡~ 1~' p~ p~' I 

V~ v~' ........... 1 Pe . .......... p~ Ve . .... .... V~ Zo 
! 

Siempre se suponen los pesos iguales á uno, pero es cómo
do conservarlos, pues no siendo siempre posible visar todos 
los puntos, para suprimir la visual, basta hacer su peso co
r respondiente igual á cero. 

En la práctica es más conveniente reunir las observacio
nes en grupos que contengan los puntos que se han visado el 
mismo número de veces, pues esto simplifica las fórmulas co
mo veremos adelante. 

Según las notaciones anteriores, tendremos para una di
rección cualquiera la siguiente ecuación: 

y para cada posición las siguientes: 
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Posición 1 Posición 2 Posición 3 

I 1' V2 =Z2- 2 I I' V3 = Z3 - 3 

v; = z2 + x" - 1; v; = z3 + x" - 1; ... (1) 
v"' = z + ,,, _ 1,,, ,,, = + ,,, _ 1,,, 11, _ + .,,, _ 1,,, 

1 1 X t V 2 z2 X 2 V 3 - Z3 X 3 

su forma general siendo: 

v = a' z1 + b' z2 + c' za+ ...... + a x" + b x"' + c x1v + ....... + I, 

deduciéndose cada una de las parciales muy fácilmente con
formé al siguiente esquema: 

Número PosiGión Puntos J ª1 ª2 ªª x" x"' xrv 
de puntos 

ó serie a' b' c' b 
1 p 

visados 1isados 
1 

a c 

1 +1 -1~ p~ 

N<>=s 1 2 +1 +1 -1~ p~ 

3 +1 +1 -1~' p~' 

,. 
N<>= 2 1 +1 -1' 

2 p~ 

- 2 +1 +1 -1" 
2 p; 

. 3 +1 +1 -1'" p~' 2 
1 +1 -1' 3 p~ 

' 2 +1 -1- l I r -)" p~ ·, 3 

N<>= 3 3 +1 +1 -]"' 
3 p~· 

N<>=R, tola! 
(p)=R 

N<>=G N9 = G N9 = s- 1 =núm. 

de obsmacs. 
1 total 

deob-
servac. 

La suma de los cuadrados de los errores de observación 
llevando en cuenta los pesos para mayor generalidad es: • 
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+ , ( 1' )2+ "( + ." 1")2+ '"( + ,,, 1"')2+ P2 . Z2- 2, P2 Z2 X - 2 P2 Z2 X - 2 • .... • .. • 

+ ' ( 1· )?+ "( + " 1")2+ .,,( + '" 1'") 2+ Pa Za- a - Pa Za X - a Pa Za X - a .. ...... •; 

y como debe ser un mínimo, igualando separadamente á ce
ro los coeficientes diferenciales de esta suma relativos á z1, 
z2, Z3 ............... x", x"', x 1v, . .. ............ se tendrán las siguientes 
ecuaciones: 

(p~+P~+p~'+ .. .... ) Za+P~ x"+p~' x"'+ ...... -

( ' 1' " l" '" l"' ) - Pa a+Pa 3+Pa 3 + ...... =O 

p~ z1+P; z2+P~ za+ ..... . + (p~+p;+p~+ ...... ) x"

-(p~ l~+p; l;+p~ l~+ ...... )=o 

Según la notación deGauss, las anteriores ecuaciones po
demos escribirlas como sigue: 
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Sacando de las ecuaciones (2) los valores z1 , z2, za ...... y 
substi~uyéndolos en la (3), tendremos: 

Si pues por comodidad representamos por símbolos. los 
anteriores coeficientes, tendremos las siguientes ecuaciones 
normales: 

[ a a] x" -1- [ a b ] x"' -!- ...... = [ a 1 ] 

[ a b] x" + [ b b] x"' + .. .... == [ b 1] ......... (
4

) 

los valore(de los símbolos siend6: 

[ ] - [ "] p~ " p~ " p~ " a a - P - -() P1 - -( -) P2 - -( -) Pa- ....... . - Pl p2 p3 
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[ b]- [ "'] p~' "' p~' "' p~' m b - P - -() P1 - -() P2 - -() Pa- ....... . - p1 p2 p3 ~ 

I\' I V 1V 

[ ]
- [ IY ] P1 IV P2 lY ])3 e e - p - -( - ) P1 - -() P2 - -() pa-....... . - Pl P2 p3 

" 
])3 [ ] - (Pa) pala ................. ...... . 

"' 
- (;:) [ pa la] .......... · · .. · .. · .. · .. · 

IV IV 

~] . [ PIV JlV]-(~~) [Pt h]- (~:) [p2 h]-

5-Técnica de la Geodesia. 


