— 08—

Supongamos que el circulo nos representa el horizonte
verdadero y Z la proyeccién del zenit real. Sean V el’polo del
limbo instrumental; Z A la traza del plano que contiene
la vertical y el eje azimutal del aparato, A, siendo la lec-
tura desconocida del circulo azimutal; Z M y Z M’ las trazas
de los planos verticales que pasan por las sefiales visadas, y
Z K y Z K’ las trazas de los planos verticales que contienen
el eje de altura.

Es claro que:

arco Z V=y (desviacién del eje azimutal del aparato, medida
por el nivel paralelo)

arco V K=arco V K’=90°—y,, 7 siendo el 4ngulo que el eje
alturas hace con el circulo; y; es pues la altu-
ra del punto K sobre este circulo.

arco K M=K’ M’—90°+c, ¢ siendo la colimacién

Am A’y Ay A’y serdn los azimutes astronémicosde los puntos

M, M,KyK’

arco Z M =¢ distancia zenital del punto M.

grea L NM=ES o 13 fe s rEes

arcoZK —=90—Db | S S A, »

Ao e i b y b’siendo las inclinaciones del eje so-

bre el horizonte, correspondientes 4 los dos azimutes, inclina-
ciones dadas por el nivel montante.

El tridngulo esférico Z V K nos da:
cos (KV)=cos (KZ) cos (ZV)+sen (KZ) sen (ZV) cos (KZV)
6 sen y;=sen b cos y+cos b sen y cos (Ax—A,); puesto que
se trata de arcos muy pequefios: '
ri=b+ycos (Ax —A,); de donde:
b=y1—7cos (Ax—Ac)|
b/'=y1—rcos (A’x—A,)J

Los tridngulos K VK’ y K Z K’ nos dan:

cos (K K’)=sen y; sen ys + ¢os r; cos y; cos (K V K’)
cos (K K")=—sen b sen b’+ cos b cos b’ cos (K Z K’)

Puesto que y; b y b’ son cantidades muy pequeiias, ten-
dremos: ;

cos (K K")=cos (K VK’)
cos (K K")=cos (K Z K’); de donde:

KVK/'=KZK’

DG L:

K V K’ es el 4ngulo que ha girado el instrumento, que
llamaremos:

L'—L, y KZ K’ es la verdadera diferencia de azimutes

de los puntos M y M’, luego:
L+ L—=Ay—As
El tridngulo M Z K nos da:
cos (K M)=cos (K Z) cos (Z M )+
sen (K Z) sen (Z M) cos (KZ M), 6 cos (90°+¢)=,
cos (90°—b) cos £+ sen (90°—b) sen £ cos (Ax — Ay)

6 —sen c—=+sen b cos §+cos b sen £cos (A —Ay,); de donde:

—sen c—sen b cos &
cos (Ay — Ap)= ._C i
cos b sen £

El dngulo Ax — Ay, difiere poco de 90°; si llamamos A la
diferencia, podemos poner:

Ax —An=90°+ A; 6 substituyendo:

__senc+sen bcosé
"~ cos hsent

; 0 con bastante aproximacién:

c+Dbcosé ¢
S il S b cot & por consigui
SeilE oy A el guiente la

(3) queda:
M= An—

sen s

y de igual manera:

+ hcot £4 90°

A—A =" 41 cot &+ 90°
sens

Poniendo en las anteriores por b y b’ sus valores, ten-
dremos:

A= An= ﬁ + [}’:—7 cos (A —Ao)] cot £ +90°

m-gen &’

;‘\;_ Al C"_:' i [?1-)’ cos (Ax— A, )] cot & 4-90°

, , . 1
Ak'— Ak—(f\ltl_Ag]l):C( ')‘l‘yI(CUt 5’_C0t5)

sens’ sen £

—¥ cot & cos (Ax— A,) + ¥ cot £ cos (Ay — A,).
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Segfin la figura podemos poner: ‘
(Ax— A,) =90°+ (An—4o) ¥ (Ax—Ag)=90°+ (Am— Ao)i
luego

=k 1
(A[;-—Am)—(:\;(-Ak):cik ———

sen s sens

]]—{—71 (cot 5—cot &) +

y[ cot Esen (Ap—Ao )—cot £ sen (A m—As) ]

6 segfin la (2)
Ly=¢ | — : ts—cot’)
o L s VA \ £ sen ;—"] i 4 (co

sen s
+y [cot ¢ sen (Am—Aq)—cot ¢ sen (Am—A,) ]

a una posicion del circulo, & la de-
| cireulo 4 la izquierda, teulgril-
aldra 90 4y, ¥ §1 arco K 1

por el instrumento

L

La férmula (8) es par
recha, por ejemplo; y para ¢
mos, notandoque el arco VKv
90°—c, y llamando al angulo dado

L!/f__llll

i
(A’m '_Am)‘(LN,—'L ’):_C [seng —sen E,]

— 04 (cotg—cot{;”)
S0 [cot £ sen (An—Ao )—cot & sen A'n—A, )]
7), y dividiendo por 2:

(=LY +L=1"
(Am— A o 9 (&7

j—cot ¢ sen (A'n—40) |

Sumando la (6) ¥ la(

¥ [cot £ sen (An—A,

stra que el promedio de los 4ngulos
a exento de los errores de colima-
cion € inclinacion del eje ho_rizontal sobre el Elrc?l‘?:'l?ii:l
subsistiendo el error proviniente de la mclmacmnlt el ?JT %
aparato sobre la vertical real, error acusado por el nivel pz

ralelo.
Qi llamamos A A 4 este error, la

Formula que demue
en las dos posiciones qued

(8) se escribe:

5 A:}’[“‘)tg sen (Ap—Ao )—cot{’ sen (A/d—A° )] (9)

(8) %

El valor maximo del binomio entre paréntesis no puede
fijarse sin hacer antes algunas apreciaciones. Las distancias
z y 2’ varian comunmente entre 85 y 95° y los valores de los
senos de (A’y,—A,) pueden alcanzar valores comprendidos
entre+ 1 y—1.

Para fijar las ideas supongamos que cot z es positiva &
igual 4 0.087, es decir que z —85%; los casos interesantes se-
ran cuando el segundo término del hinomio alcance los va-
lores:

+0.087 y
—0.087

En el primero, AA=0y en el segundo AA=0.2  que
serd un maximo: entonces si aceptamos que A A no pase de
17, resulta que y = 5”: cosa que nos aconseja que la diferen-
cia entre dos posiciones inversas del nivel montante no pase
de 107, es decir, de las lecturas del nivel no acusen més de 5
divisiones de diferencia; puesto que esas divisiones valen ge-
neralmente 2.

Hay que fijar mucho la atencién en que se ha aceptado
que las distancias zenitales de los puntos visados no sean me-
nores de 85° ni mayores de 95°.

Angulos verticales.—En la figura 8 el circulo nos repre-
senta el horizonte verdadero y Z el zenit.

Supongamos que Z’ es el polo ins-
trumental y K el punto en que el eje
de alturas del instrumento, prolonga-
do, encuentra al horizonte; B B’ O' es
el gran circulo que tiene K por polo,
& sea el circulo vertical del aparato,
circulo deserito por la linea decolima-
cion del anteojo.

Sea O un ohjeto cualquiera, obser-
vado en el hilo horizontal O O per-
pendicular al eirculo, siendo K O’ la

Figura 8. traza del plano que lo contiene.
Prolongando K Z' hasta B, el'arco B’ O’ 6 el dngualo O’
K B’ medira la distancia zenital instrumental del punto O.
Sila lectura del circulo en B'es £y £ en (', tendremos ha-

ciendo B’ O' = Z;, para una posicion del instrumento:
1= o —=

Para diferentes azimutes la posicion relativa de los pun-
tos B’ y B es distinta, pero su posicion relativa estd dada
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por el nivel paralelo; si llamamos 1, la lectura del nivel cuan-
do B y B’ se confunden v | la lectura en cualquier otro caso,
tendremos:

AZi=BB'=1,—-1

1 siendo la semisuma algebrdica de las extremidades de la
burbuja. :
Si hacemos el arco B O’ = Z, tendremos:

L=li1+A7

La verdadera distancia zenital del punto O esZ 0 =Z;y
el tridngulo esférico KZ 0,enel que KO =90° + ¢, Z K =
90 — b yeldngulo O K Z = Z’, nos da:

cosZ = —sencsenb + cosccosbcosZ’; pero
cosZ' = cos?lp z' —sen?147';luego:

cos Z=—sencsen b (cos? Yoz’ +sen? 152" ) 4
+cosccoshb (cos? Yoz’ —sen2 15 z") =
=cos (c 4+ b) cos? 1 2’ —cos (c—b) sen? 15 2" .

De las anteriores ecuaciones se deduce:

cos z’ —cos z=[1 —cos (c+ b):] cos? 15z —
—[1—(:05 (c—D) ] sen? 1oz’ =
= 2sen? 15 (¢ + b) cos? 15 2/ —2 sen? 14 (¢—Dh) sen? Yo z”.

Perocos z’—cos z= 2 sen 1% (2’ +z) sen Y, (z—2"); 6 bien
puesto. que z y z’ difieren poco:

cos z’— cos z= 2 sen z’ sen 15 (z—2z'); y sustituyendo:

2senz’ senls (z—2z') =2 sen? 1% (c+b) cos? Yo 2" —
—2 sen? ¥ (c—h) sen? 15 27; de donde, puesto que seri 2’
=2senlpz' coslpz':

Tl = (c;—b)dsen 17 cot Vo 2" —

_(c;h)“sen 17 tg]/22’=5 ...... (1)

—gh
De la anterior se deduce:
2=7 +e=2,+ D 2,4+ e=(E—E)+(lo—1) +e¢
Para otra posicion del aparato tendremos igualmente:
2= —E,+1'—1,+ &, en la que:

riorerhiie ” 1L ot ¢—h"\2 ’ ’
e—(T) sen 1”” cot 16z —( 5 ) sen1” tg 1 z’.

El promedio de los dos valores de z, nos da:

a5 —8) + B (=4 % (et

En la medida de los dngulos verticales lo que més influ-
ye es la inclinacion del eje vertical que se lleva en cuenta por
la observacion del nivel paralelo.

Sensiblemente ¢ y ¢’ soniguales, y porlo mismo la influen-
cia en las distancias zenitales de los errores de colimacién é
inclinaci6n del eje de alturas, estd dado por la (1), cuyo va-
lor maximo es sin duda:

o (CJFTb)J sen 1” cot 15 z’.
En trabajos geodésicos cot 14 7’ difiere poco de la unidad
y exagerando podemos aceptar ¢+h=20", con lo que:

e =100 X 0.000005 = 0"70005.

Lo anterior demuestra la poquisima influencia de los
errores de colimacién é inclinacién del eje de alturas en la
medida de las distancias zenitales.

Los niveles que sirven para determinar la inclinacién de
los ejes deben tener una sensibilidad igual 4 la aproximacién
del instrumento, y al telescopio se le da una potencia igual 4
la de los microscopios.

Observacién por medio de direcciones.—Al ocupar una
estacién para visar los vértices A B C......M, es conveniente
empezar por elegir una direccién por punto de partida, ya
sea tomando el vértice que mejor sevea, ya erigiendo una se-
fial que diste cuando menos tres kilémetros de la estacién de
observacion. Los vértices se observan por orden de azimut:
biséctase A y se leen los microscopios; se hace lo misme con
B y de igua’ modo se continfia hasta llegar al altimo M; se
invierte entonces el aparato, se vuelve 4 bisectar M y se re-

4+—Técnica de la Geodesia.
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trocede observando todos los vértices hasta el primero ob-
servado.

El promedio de las direcciones en las dos posiciones del
instrumento constituye una observacién completa; méas pa-
ra lograr determinada precisién debe observarse cada direc-
cién nveces, y para eliminar los errores del circulo, las direc-
ciones deben observarse en distinta posicion de éste, cam-

: . . 360° : toh
biandolo aproximadamente Sl siendo, como digimos, el

ntimero de series é i el de microscopios. La practica seguida
en el Coast Survey, es elegir 5 6 7 posiciones equidistantes,

360 ., 360 1 2 : ads ie1d
—— 6~ y tomar igual nimero de series en cada posicidon

hasta lograr la precisién deseada.

Es muy dificil visar todos los puntos en cada posicién
del circulo, siendo necesario completar después las series par-
tiendo de la posicion elegida como punto de partida 6 de
cualquier vértice que sea visible.

Si llamamos el error probable de una biseccién, Felerror
probable del promedio de las lecturas con los microscopios y
7 el error cometido en el Angulo porlos errores dedivision del
circulo; el error probable del dngulo medido por n series en
idéntica posicion del circulo sera:

2 (a2
71\/__(_]7_‘_)

Mas si el 4ngulo se deduce de n medidas en cada una de
las m posiciones del circulo, el error probable sera.

oL 2 e )
e iy o Ly B
Jm &

mn

Como se ve, el error probable de un 4ngulo depende del
instrumento, del observador'y de los nimeros n y m.

Observacidn por dngulos.—En vez de procedercomoaca-
bamos de decirlo, puede hacerse de la manera siguiente:

Se observan los angulos, (fig. 9)

’ /2 1° Entre 1 y 2, después entre 1y 3
y se continfia hasta llegar al dltimo;
después se sigue midiendo entre 2.3;
(2.4) (2.5); y se continfia de igual mo-
do, eliminando una de las direcciones,
como se ve claramente en la figura.

Si hay nj vértices, la combinacion de
la 1?2 direccidon con todas las demés
hardn que se midan ny — 1 dngulos;en

S

la 2% habra n; — 2, con la 3* n1 — 3 y asisucesivamente has-
ta no tener sino un angulo. Los dangulos medidos forman
puesuna progresién aritmética cuyo primer términoes (11—1)
el filtimo 1 y el nfimero de términos (n1 — 1); luego su suma
serd:

1

7 =1 m—1+1)= 7 m (m—1)

Los 4ngulos deben quedar medidos en distintas partes
del circulo para eliminar los errores de graduacion.

Observacion por el método de repeticién.—Este método
se encuentra hoy casi abandonado, porque la experiencia ha
probado que est4 sujeto 4 errores que la observacién en las
dos posiciones del instrumento no elimina; aunque se ha lo-
grado obtener buenos resultados midiendo uncierto niimero
de veces el angulo, € igual nfimero su explemento.

Este método est4 indicado cuandoel lugarde observacién
no es firme y lacirculacién del observadoral derredor delapa-
rato puede alterar su estabhilidad.

Las horas mds convenientes para observar las direccio-
nes azimutales son de la salida del sol 4 las 9 a. m. y de las
3 p. m. hasta la puesta del sol, pudiendo continuarse las ob-
servaciones en la noche con sefiales adecuadas. Los angulos
verticales pueden medirse de las 11 a. m. 4 las 2 p. m., bas-
tando dos medidas en cada dia y repitiendo las medidas va-
rios dias, 4 la misma hora, 4 causa de la variacién de la re-
fracci6n atmosférica.

Nora,—Puede determinarse el poder amplificador de un
telescopio por la siguiente consideracion;

Si el circulo del aparato aproxima b, el telescopio debe
ser capaz de apreciar esta misma magnitud; y por consiguien-
te, el poder amplificador serd:

M :gb(—)- cantidad que se incrementa en % 4 causa de

la opacidad atmosférica y de la diversa iluminacién de las
sefiales: debiendo calcularse el poder amplificador del teles-
copio por la siguiente:

Pa_ra b=2"7 M=




Método de Bessel.

Fig. 10.

Sea O una estaci6énenlacualse hainstalado unaltazimut.

Para fijar las ideas diremos que un arco se cuenta en sen-
tido directo cuando su graduacién va en sentido contrarioal
de las manecillasdeunreloj y queesretrégradoel movimiento
que siguen las manecillas de un reloj.

Los 4ngulos se miden en la forma siguiente:

Seestablece el didmetro 0-180 del imbo en una posicién
cualquiera, pero invariable: hecho esto, se miden las direccio-
nes que con respecto 4 la linea 0-180 tienen sucesivamente
las visualesdirigidasé los puntos1, 2, 3, etc., cuandoel circulo
vertical del anteojo queda (por ejemplo) 4 la izquierda, mo-
viendo el anteojo en el sentido retrégrado. Terminada esta
primera operacién, se gira el anteojo 180 al derredor del eje
de alturas, conlo queel circulo vertical quedari 4 la derecha,
y se miden nuevamente las direccionesdelas mismas visuales
en el sentidodirecto, es decir, se mide primero la direccién de
la visual 4 s después la de la que se dirige 4 (s—1) y asien
seguida. 2

Terminada la segunda operacidn, se desaloja el didmetro
0-180 un dngulo « en el sentido directo y conservando inva-

riablela nueva direccién del didmetro dicho, se miden las nue-
vas direcciones de las visuales 4 1, 2, 3; etc., en el sentido
retrégrado y con el circulo vertical 4 la derecha, después se
invierte el anteojo para llevar el circulo vertical 4 la 1zquier-
da y recomienza en el sentido directo la medicién de las direc
ciones 4 partir delavisual 4 s. En seguida se desaloja el dia-
metro 0—180 otro dngulo«, siempre en el sentido directo yse
recomienza la operacion descrita.
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Tomaremos por lecturas I’, I1”, It'7,....... ..11% el promedio
de,]as”dos posiciones, y si llamamos pr', p1”, p1””, los pesos y
i, vi’, v1 las correciones que corresponden 4 cada
direccién, como el circulo horizontal se va cambiando cada

5 360 e
vez el Angulo « hasta tener ST G posiciones, tendremos

las siguientes notaciones:

‘l Angulos
- ¥ I ~ v ;| delalinea
Pesoscorrespondien- | Correccion de las di- 00" con la

Lecturas del cireulo ] !
: tes 4 cada direccién recciones wiaatal
punto (1)

P LA Iy

pallsroid o|V2|Va ... IV3] B

Ps . ls

|
%
3

Ps ol i Ig

Siempre se suponen los pesos iguales 4 uno, peroescémo-
do conservarlos, pues no siendo siempre posible visar todos
los puntos, para suprimir la visual, basta hacer su peso co-
rrespondiente igual 4 cero.

En la practica es m4s conveniente reunir las observacio-
nes en grupos que contengan los puntos que se han visado el
mismo nfimero de veces, pues esto simplifica las férmulas co-
mo veremos adelante,

Segfin las notaciones anteriores, tendremos para una di-
reccion cualquiera la siguiente ecuacion:

nr

L+va=z1x ;0v,—2Z1Tx —I; ;

y para cada posicion las siguientes:

=

i

B ==

T, &gi—f;-—..—:'-z




Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3

’ L2 =t " ’ = c ol ’ ’ o e r
Gl v, =2,— 1 Va=1z3—14

" P4l ﬁ’_ ” ” Seu ’I— ” ’f_ ”_ "
=z, b =l =g 3" DV =y xt = V()

ey

— III_ e J”= fh’_ ”r III_ ‘.’.’,’_ o
vV, = 2h X =1 v =g, X v e, £ ST

su forma general siendo:
v=a'z;+b'za+¢ 23+ sl

deduciéndose cada una de las parciales muy facilmente con-
forme al siguiente esquema:

Namero | pogicign |Puntes| @y | ap
depuntos | =~ | | :
visados | Oserie [visados & b

1|41
2 41
+1

P

P,

+1 . : p’3
+1 Jims b g

(P)=R

de observacs. deob-
A servac.

No= +1 gk

0 —nim.
NO=R, fotal yo=¢ N? =G N =g — tg'?:f g

La suma de los cuadrados de los errores de observacién,
llevando en cuenta los pesos para mayor generalidad es:
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- pi(z—1y ) 3P (2 "1 2 4pi (2, +x"—1) 2
Fpalz—1 ) pa(zotx"—1;) > +ps (zo+x"—15) 2+
Fps(zs—ls) *+pa(2stx"—lg)*+ps (2 +x"—15) *+
y como debe ser un minimo, igualando separadamente 4 ce-

ro los coeficientes diferenciales de esta suma relativos 4 z,,
G g se tendran las siguientes

(ps+Patps+
— (ps L+ ps L4pa I+ ... )=0

. PiZi+D2 Zo+Ds Zat o + (Di+Da+Di+
—(p1 Li+p2 b+ps Ls+.....)=0

P Zi+Dz Za+Pa. Zst
—(py I{+p2 L'+pa I5+......)=0

Segfin la notacién de Gauss, las anteriores ecuaciones po-
demos escribirlas como sigue:
[pi] 24Py X' +p;0 X"+
[p.] z4p; X" +p2 X"+
[Ps] zs+ps X'+ ps X"+

+[p']x" —(p
+(p") x"=(

P 21+ D2 Za+Pa Za+
Pi Zy+D2 Zo+Ds Zs+




Sacando de las ecuaciones (2) los valores z; , zs, Z3
substituyéndolos en la (3), tendremos:

()= B
|

=[p” 1] _[”—]l puh)— [p';] (P21 )=

Si pues por comodidad representamos por simbolos los
anteriores coeficientes, tendremos las siguientes ecuaciones

normales:
[aa]x"+[ab]x"~+
[ab] = +[bb] ¥+

los valores de los simbolos siendé:
L e p‘; W 131 »
[ee =0 1 =50 2 — 1pay

] P gl Py G PR
[ab]= " —hyet—

L

L i P e jL Ps s
[_EE_C]J (I)l)I 1 (1)2)1)8 (})S)I)J

o[ B — g

(ps

P: v Ps
(p2) ™~ (ps

W 1.6

() ™ (p9)

fai]=[er]-E o]

1
(ps)
—-(E—;) [])1 11] —(]1;—2) [pz 12] =

o 1)3

o1+

Lot ]=[o ] =25 [ 1] = &5 [ ]
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