CAPITULO III

APLICACION DE LAS OPERACIONES GEODESICAS A LA MEDIDA DR
ARCOS TERRESTRES.

112.—8i se ejecuta una triangulacién de Norte 4 Sur, se observa
directamente el azimut de un lado por lo menos, y se determina la
posicién geogrifica de alguno de los vértices, hemos visto en la Par-
te Primera de este libro que se pueden calcular los mismos elemen-
tos para todo el resto de la cadena, después

de hecha la resolucion de los tridngulos. Los

datos asi obtenidos sirven después para caleu-
lar el arco del meridiano que abraza la trian-
gulacion, suponiéndolo trazado por cualquie-
ra de las estaciones. Sean 4 y U (fig. 84%) los
o |MFIaI34A vértices extremos de la cadena, y propongé-

AL monos determinar el arco del meridiano que

B ( hasta }, podremos calcular la distancia
meridiana 4 M, puesto que en el tridngulo
A I B se conoce el lado 4 B, el fngulo B y el dngulo B A M, que
1o es otra cosa méas que el azimut de 4 B. Ademis de A M, la re-
golucién daré los elementos restantes, 4 saber: B M y el dngulo IL
“En seguida, en el triéngulo ¢ D M se conoce la linea C D por ser
lado trigonométrico, C M= B M — B C, yel 4ngulo......ccoveneiriens
M D= 180°— B 0D; la resolucion dard, pues, D My los dngu-

A

pasa por A. Si se supone prolongado el lado

255

do8 Dy M, conlo cual en el tridngulo siguiente M D N, formado

por la prolongacién de D E hasta el meridiano, se tendrd conocida
la base D M y los dngulos adyacentes para determinar M Ny los de-
n%és elementos. Una resolucién semejante dard 4 conocer después la
fhstancia N Py asi sucesivamente, pues todo el método consiste en
ir combinando los elementos conocidos de la cadena con los que re-
gultan de la prolongacion de algunos lados, 6 bien con las partes del
meridiano determinadas por su interseccién con los lados trigono-
métricos. Es claro que construyendo un croquis de la figura, se pue-
den tomar diversas lineas para hacer las .comhinaciones, cuyos diver-
80s resultados se comprobardn unos 4 otros. El arco total 4 P serd,
e’a-n .consecuencia, ignal 4 la suma de sus partes 4 M, M N, N P, ete.,
0 8l se desea, puede bajarse una perpendicular UR al meridiano
desde la ltima estacién U, y entonces se calcula también la dis-
tancia meridiana PR = P [Fcos. RP T, para obtener 4 R por arco
total. B

En todas estas operaciones los 4ngulos observados de la cadena y
los deducidos al hacer las combinaciones, pertenecen 4 tridngulos
esféricos, por lo cual, para resolverlos por el método de Legendre
8 preciso restarles la tercera parte del exceso esférico. Asi, por ejemj
plo, en el primer triingulo A B M con el lado 4 B y los dngulos 4
y’.l.? se calcula la superficie para determinar en seguida el exceso es-
fengo e (nimeros 66 y 68); y entonces se tiene el 4ngulo esférico M
por la ecuacidn:

M=180°+e—(4+B)

Los 4ngulos planosserin A’ =4 —Ley B’ = B— % ¢, por lo cual
el dngulo plano deducido es: :

M'-=180°— (4'+ B’)

El anterior procedimiento para, calcular la extensién de un arco
' Laih b A8 4 .
del mem’dlano se debe también 4 Legendre. Antes de dar 4 conocer
otros més analiticos, indicaremos' que si se han determinado astro-
r L3 .
nomicamente lag latitudes de los vértices extremos 4 y U, como de
esta Gltima es ficil deducir lade P 61a de R sin error de impors
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tancia, tendremos conocida la amplitud del arco, que es igual 4 la

diferencia de latitudes de 4 y R, y su extensién lineal por la reso-

lucién precedente. Estos dos elementos sirven, segtin se ha dicho,
para calcular la extension de un grado del meridiano, pues siendo @ y
¢ las latitudes extremas y m la extensién total AM + M N+ NP+
etc., se tendréd por valor del arco de 1°, expresando 4 ¢ — @’ en se-
gundos: 8 = ?06_0_(_) ;," , 3 diremos que el grado tiene s metros 4 la lati-
tud media (@ + @')-

118.—La extensién de un arco del meridiano puede también de-

terminarse proyectando sobre él cada uno de los lados trigonomé- °

tricos 4 C, C E, etc., por medio de perpendiculares Ce, Ee, ete.,
que se suponen bajadas desde los vértices. Conociendo, en efecto,

1a longitud y el azimut de cada linea, se tiene lo necesario para cal-
cular las proyecciones por la formula y =k cos. u, de que se hace 1

uso en la Topografia. Es evidente que la suma de las proyecciones

daria 1a extension del arco; pero este método envuelve el pequefio

error de suponer plana la superficie de la tierra, 6 lo que es lo mie-
mo, paralelas todas las perpendiculares al meridiano, siendo asi que
por pertenecer 4 circalos méximos de 1a
p  esfera, deben converger hacia los pun-
tos Hste y Oeste del horizonte, que son

los dos polos del meridiano.
Para tomar en cuenta esta circuns-
tancia, el método de proyeccion se apli-
ca de la manera siguiente: Sea A B
(fig. 85%) uno de los lados de la cadena,
y P M el meridiano sobre el cual se van
4 proyectar los lados consecutivos con
/ }ﬁ ¢l objeto de hallar el arco total. Sipor
|;:|G. 35MP cada uno de los vértices. A, B, C, ete.,
ge trazan arcos perpendiculares al me-
: ridiano, todos ellos irdn & concurrir al
punto O, ¢l cual ser4 el polo de P M; y los piés de estgs arcos de-
terminardn las proyecciones a b, be, ete., de los lados respectivos.
Designando por L la longitud geogrifica de P My por L lade PA
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teudt:emos que L’ —.L representard la diferencia de longitud de la
est.acmn 4 respecto de aquel meridiano. Con este elemento y con el
azimut w = P 4 B del lado trigonométrico, determinemos el dngulo

B4 0= o. Siendo ¢ la latitud de 4, el tridngulo P 4 g, rectingulo
en g, da la relaci6n:

sen. @=cot. (L' — L)cot. PA
Pero como P A a=180° — (v + u), se tiene despejando:
—cot. (@ 4 u) = sen. @tan. (L' — L)

El dngulo o +u difiere muy poco de 90°, y asi es que poniendo:
o+ u=90° 4, la ecuacién precedente dari:

tan.z = tan. (L' — L)sen. @

¥ atendiendo 4 1a pequefiez de z y de L' — L, se tendr4 tomando los

arcos en segundos por las tangentes: o= (L'— L)sen. . En conse-
cuencia el valor de o es:

0=90°+ (L' — L)sen. g —u

En el. tridngulo P Bb, designando por ¢’ la latitud de B, por L'
su longitud, y por 4 la amplitud del pequefio arco B, se tiene:

sen.A=cos. ¢'sen, (L — L)

- ¥ como la longitud de cualquiera de los vértices de la cadena nunca

es considerable respecto de la del meridiano sobre el cual se proyec-

ta, podra tomarse:
A=(L"— % 2)

Ahora, en el tridngulo 4 B 0, llamando ¢ la amplitud del lado
A B, tendremos: :

sen. fsen.w

sen. 0 =
cos. 4

0 bien atendiendo 4 la pequefiez de 6 y O

_ Osen. o
cos. 4

El 4ogulo O puede suponerse perteneciente 4 una esfera cuyo ra-
Topograffa. T. 11.—17,
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dio sea igual 4 la normal NV del punto 4, puesto que es formado por
los primeros verticales del meridiano P M; y ademé,s‘ cOmo 8u me-
dida es el arco a b=y, se tendrd: 0= - También si se represen-
ta por R, el radio de curvatura de la seccion de que forma parte
A B=rF,se halla: 6 = %, y sustituyendo estos valores en el de O,
resulta:

_ Nksen.w
TR éosd

Refiriéndonos al ntimero 16, veremos que R, sblo difiere de N
una cantidad del orden del cuadrado de la excentricidad de los me-
ridianos terrestres, por lo cual no hay inconveniente en suponer su
relacion igual 4 la unidad para adoptar la formula més sencilla:

_ ksen.w

Tas ecuaciones (1), (2) y (3) presentan los célculos necesarios pa-
ra hallar la proyeccién meridiana y de cada uno de los lados de la
cadena, conociendo su azimut, su extensién y las coordenadas de sus
extremos, elementos todos que se obtienen por medio de las opera-
ciones trigonométricas que se han expuesto en la Parte Primera.

Cuando se calcula la extensién de un arco de meridiano con el ob-
jeto de compararla con su amplitud, es necesario, segin he dicho,
determinar astronémicamente las latitudes de las estaciones extres
mas; pero como al hacer la proyeccion por el método que antecede,
la latitud 7 del pie @ del arco perpendicular al meridiano, es un poco
diferente de la de A, puesto que 4 a difiere del paralelo 4 p de este
vértice, es preciso calcular la pequelia diferencia de latitud pa=a.
Para esto, en el tridngulo rectdngulo Pa A se tiene:

¥ tan. @
i s P g
y como & = y — @, hallaremos:

Ay
1-tan.ytan. @

sustituyendo el valor de tan.y, y tomando en el denominador de

tan. 3 =
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tan. @ la unidad por el coseno del pequefio fngulo I/ — I, resul:

tara;

2sen.’$ (L' — L) tan. @

tan. » = 5
sec." @

Multiplicando ambos miembros por cos.? @, y tomando los arcos

@y (L' — L) en segundos por sus lineas trigonométricas, se halla en
iiltimo resultado:

r=@-+ -i— (L' —L)'sen.2@ sen,1” .. ..ot (4)

formula por cuyo medio se determinan las latitudes de los pies de
los arcos proyectantes que pasan por los vértices extremos. La di-
ferencia de estas latitudes representa la amplitud del arco del meri-
diano, formado por la suma de las proyecciones de los lados trigo;
nomeétricos. ,

114. El método que me parece mds eonveniente para proyectar
una serie de lados, y que no necesita correc-
€ion alguna de las latitudes extremas, consiste
en calcular las distancias meridianas compren-
didas entre cada dos vértices, Supongamos
trazados los paralelos 4 a, Bb, Ce, ete., (fig.
36%) de cada estacién trigonométrica; es claro i
que las distancias a b, b ¢, etc., no son otra co-

82 més que las diferencias de latitad de 4 y B, B =
«de By C, etc., reducidas 4 medidas lineales, = |
reduccion que se practica dividiendo por el FIG. 367
coeliciente 4 Ja formula (2) del ntm. 70. Lue-

go designando por m la parte del meridiano comprendida entre lag
latitudes ¢ y ¢/, se tendr4:

m= cp_; Pl ks o % k'sen.’n

¥ la suma de las m dard el arco total que abraza la triangulacién,
0 cuyos vertices extremos supongo que se ha determinado directa
mente la latitud con el fin de hallar la amplitud del mismo arco.
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Conviene tomar de la Tabla del nimero 71 los valores de 4 y B pa-

ra la latitud media % (@ + ¢')-
Debe notarse que los tres procedimientos que he expuesto para

calcular la extension de un arco, deben dar resultados sensiblemen-

te independientes del valor de los elementos que caracterizan al elip-
goide terrestre; pues si bien en el wltimo figuran las cantidades Ay
B, que dependen del radio ecuatorial a y de la excentricidad e?, es
en un término muy pequefio, en el que, por consiguiente, bastaria
emplear valores aproximativos, sin que por €so 88 alterase el resul-
tado de una manera apreciable. Se comprende que de esa manera
osible hallar con exactitud la extension de un arco del meridia-
n su amplitud astrondmica y de-
como se verd en el Capitulo

es p
no para compararlo en seguida co
terminar asi los elementos del elipsoide,
giguiente.
115.—De una manera andloga se procede para calcular la exten
sion de un arco de paralelo’ Sean A, B,

etc., (fig. 37%) los vértices de una trian-
gulacion dirigida de Oriente d Ponien-
te, y P P’ el paralelo de latitnd 2 cuya
P extension se desea determinar. Desig-
nando por @, L, y ¢/, I/ las latitudes ¥

\
it

£ Ly

ARt

\
\

j"
,1‘
/
e
. /"\ e las longitudes de 4y B respectivamen-
B WA te, por N 1a normal de 4, por N, la del =

\

/ \l‘ paralelo y por ol azimut de A B=k,

F1G. 37* se tienen lag dos ecuaciones:

a=(L'— L) N, cos.isen. b

ksen.u
Necos. ¢/ sen.1”
a la extensién del arco del paralelo
_ L (ntimero 14); y la se-
ntmero 71). Eli-

I'—-L=
L)
la primera de las cuales expres
de latitud 2, que abraza una amplitud L/
gunda suministra esta amplitud en fncion de kyu(
minando entre ellas 4 I/ — L, resultard:

N, cos. A ;
2= Neos. o BREI o0 se s sesistayessots (O
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zérmu]a que sirve para calcular la parte del paralelo correspondiente
ﬁuzggzrtliiis %1gonométrico, comprendida entre los meridianos de
s - En consecuencia, la suma de las i
mitado por. los meridianos extremos, y si se dﬁ;eiz}iin:)i(s)tiﬁm? i
m:ente la diferencia de longitud de éstos, podrén cor:npara.risie](1);n £
ph;ud y la extensién totales para calcular la que corresponde 4 lfm-
& :tti)?uu; ei la ecuacién (6) entran las normales correspondiente;s i

] esdy @, que dependen del radio ecuatorial y de la excen
trleldf.a,d de la tierra, no por eso serfa inexacto el valor de » si no s.
~conocleran con precision esos elementos; pdrque en la re]af:i(')n del ”
normales se elimina el radio del ecuador, y el término que dep:n;:

ld

“ St R ’

t Ty =— .
(1—¢'sen?i)* (1—¢'sen'@)*
la relacién de las normales ser4:

N, (1—~é'sen’ @)% ‘
¥ = = saanrgs = A= csent @ (1—etsen 1)~

De : i
' sarrollando hasta los términos en ¢?, y haciendo 1 ipli
clones sin apreciar las potencias superi : d St
; ‘ riores de e, por se
pequeiias, resulta: Wl Dl

_&_ 1 ] 2 .
N = (1—4e’sen. qa)(1+ie’sen.’f{)=1+ée’(sen.’l—sen.’qa)

= c .

iﬂ u(;no;as latitudes @ de los puntos trigonométricos nunca difieren

- o de la del paralelo, se infiere que es siempre muy pequeiio el

co(;tor clie e .lflxde;nés, 8i la triangulacién se ejecuta de manera que

‘te al paralelo, las latitudes de algu rti

e e gunos vertices serdn mayores y
. ores que la de éste, y ent

e : . > éste, y entonces se tendrd la ventaj
& que varie el signo del multiplicador de 2, de modo que el corjxa

Jjunto de los valores de p sers : : ;
tricidad. pserasensiblemente independiente de la excen-




