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expresada en las mismas unidades que p. Calculemos, por ejemplo,
el tamafio de un grado del meridiano 4 la latitad 19° 26/ 12".3 de la
Escuela de Ingenieros de México.

6.8022169
3.5563025
46855749

5.0440943...............d s=110686".4

Si esta cantidad se divide por 60, se tendrd 1844.77 por extensién
de 1/, esto es, por la distancia entre dos puntos del meridiano de Mé-
xico cuyas verticales formen un dngulo de 1’. De una manera seme-
jante se encontraria que 1’ vale 30™.746.

Basta la consideracion de que es eliptico el meridiano terrestre
para comprender que los arcos de igual amplitud deben tener exten-
siones variables & diversas latitudes. Para obtener la ley de esta va-
riacion sustituyamos en la ecuacion (19) el valor de 7, y elevemos su
denominador al numerador, de lo que resulta desarrollando.

¢ o
ds=a(l—¢) (1 + -?—e’sen.’tp—i— = e'sen.'¢ 4 o e*sen’p -
) 3 16
Para ¢ = O se tiene en el ecuador ds,=a(1—e?)d¢. Sustitu-
yendo en la anterior y no apreciando més que hasta Ja segunda po-
tencia de e, resultard: e b
3

ds—ds, = —
2

ds,e’sent’ o
Para una amplitud dada d ¢, ]a extension d s, es constante, y por
tanto, lo serd el cocficiente de sen.? ¢. Representdndolo por C ten-

dremos:
ds—ds,= Csen¢

resultado que indica que ¢l incremento de los arcos de igual amplitud en
el meridiano, es proporeional al' cuadrado del seno de la latitud G que se
consideran.
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18.—La férmula (19) permite caleular con bastante exactitud la
extensién de los arcos del meridiano cuando son pequefios, esto es;
cuando no exceden de dos 6 tres-grados; pero pasando de esa ams
plitud ya no serfa exacto caleularlos por medio de una expresion di-
ferencial, sino'que serd preciso hacer antes la integracién de esta.
Para conseguirlo, desarrollémosla en serie para obtener: :

s=a(l—=¢') f( 14 ‘i esen. @ --1?-?" e'sentp-+ %:" senltp+... ) dg

Se tiene, por otra parte:
s - "
sen.’ @ = Ef( 1—cos.29)
sen.' @ = _61’; (8—4cos.2@+cos.dp)
sen.t @ = ;31—_} (10 =15c0s. 2p+ 6 cos. 4 p — cos. 6 @)

Sustituyendo estos valores, y haciendo para abreviar:

d=14304 2o ey Log. 4 = 000218214

3y 15 32 B=T1.703110
46‘166'5128+ R = T 7
15 , . 10¢ ks
A C'= 5.02366:
61 % T 958 5.023664

y  D=2.30802
la serie anterior se representard asi:

s= a(l—e"’)f(‘i—b‘cos.f.’q1+ Ccos.4 @ — Deos. 6 @)d @

y efectuando la integracion, resulta:

s=a(l=¢") (A P — } Bsen.2 ¢+ 1 C'sen. 4 p— é Dsen. 6(;)) o1}
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En esta formula el primer ‘término del tercer factor contiene el
:;(;0 P co'nt.tfi\do desde el ecuador, y expresado en partes del radio
onometrico; pero puede expresarse en se ipli

undos iplica

B et o multiplieAndolo

P..ar'a hallar la distancia entre dos puntos situados en el mismo

n‘u’and]ano, puede calcularse la de cada uno al ecuador por la ecua-

cién ?recedente, y su diferencia ser4 la distancia que se busca; pero

;as ma; greve determinarla directamente de este modo. Si es’ ¢ la

atitud del otro punto, se obtendr4 5 :

; endrd por la férmula la di ia ¢/

restada de s, produce: 2 sy

—g—a(l—¢" A (p—¢")—Bsen.(p—q' )
s—g=a(l—¢") (p—¢) cos. (@)
(+% Cn2(p— g )us2(@-- @) — 3 Dsen3(p— 23+ cp')

6 bien designando por g la diferenci ' :
a de latitude i
BE Obtieﬂe: S! esto €8 g—_(p___¢f,

) Ag—B
=8 =a(1—¢") L g—Bsen.geos. (2 —g)
(—!—% Csen.2g c0s.2(2¢—g)—4Dsen. 3 g cos, 3(3@-——0.)) -(21)

neC]alculem]osi, p(()ir ejemplo, el arco de meridiano comprendido en-
e los paralelos de 15° y 33° de latitud. Se tendrd: @ — ¢’ —18°
@+ @ = 48°, S

Conrenes 0.8046435
1—¢.. 9.9970917
Sl 0.5...... 369897 0.3.. 7
P gggéi%z ......... 6.8017352 ......... 6.80174 g 23{‘)3
i 0002 821 B..T.7031107 (... 5.02366 D 23080
64800/ 4. 5750 sen.18°9.4899824 sen.36°. 9.76922  sen. 54°..... 9.908
n. 17 4.6855749 cos.48° 9.8255109 cos. 96°. 9.01923— cos. 1440 9'9088

— s

6.3010672 3.8203392 0.31282— 8.4028

Primer término il
Segundo ,, 20-—02%;‘1? 11
Tercero ,, 9.
G e T IS e b 6 é

8 — & = 19935572
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. Cuando @ = 90°la foemula (20) suministra el ¢
= el arco @ en partes del radio, y se tiene:

ridiano, siendo igual & ;=

Cuadrante = s= TE a

uadrante del me-

(1—e*)md uees sornnens (22)

4 bien introduciendo el valor de 4y desarrollando, resulta la serie:

1
4

gtk 08 Plotgr SR E N 9
Cuadrante = s = 5 a7 (1 ST ¢ — 55 ¢ ) . (28)

Hagamos la aplicacién de estas formulas:

9.6989700
6.8046435

9.9970917
820k 0,0021821

——

7.0000372

Cuadrante =10000857.1 (1)

El mismo resultado se obtiene por el cdlculo de la serie (23), se-

glin se ve & continuaci on:

Yoo 9.3979400
ot 18244057
3arT.0007634 ...i... 1:0007634

4.2231091

Primer término
Segundo ',
Tercer
Cuarto

1 Cuando en 1799 se adopt

base el resultado de las operaciones ejecutadas p
<a por Paris, estableciéndose en la ley que e
arre-del euadrante del meridiano terrestre;
los caleulos de Delambre, cuyo efecto fué el
de la que realmente le correspond
de las medidas modernas da 857
| metro zeal ¢ fisico es casi 62,0001 mayor que el legals

tensién un poco menor
Como se ve, el conjunto
cuadrante, de modo que e

3 ... 8.67094
¢ i 64881

1.32051

10017593."3
—16715. 1
— 20.9

0.1

Cuadrante = 1000085721

cuichiie TR0
oo D.4T82

7.0008

et

8.7647

4 on Francia el sistema decimal de medidas, se tomé por
ara medir el arco del meridiano que pa-
| metro representaba la diezmillonésima
ero posteriormente se hall6 un error en
o haberse asignado al metro legal una ex-
{a sin la existencia de ese error.
m do més en la extensién del
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14.— Arcos de paralelo.— Seglin Ta generacion del elipsoide,
enalquier ‘punto- M de la elipse generatriz describe un circulo que
se llama paralelo al ecuador, por la posicion que tiene realmente res-
pecto de ese plano, siendo M O = z-su radio. Por consiguiente, un

arco de g grados tendrd una extension P, que puede calenlarse por
la formula:

yis

. La cantidad 1e00 eXpresa el arco 1° en partes del radio, cuyo loga-
ritmo constante, introduecido en la ecuacion anterior, la reduce 4 la
siguiente:

»=(8.2418774) g N¢cos. @

Determinemos la extensién en metros de un grado en él paralelo
de México. En este caso se tiene g=1%y p=19°2612".3,

82418774
S LSl s g 6.8048041
9.9745160

—

5.0211975 p=105002.=0

El arco de un minuto tendré, pues, Ja extension de 1750.703, y e}
de un segundo la de 29."167. Si ¢ — ° Y 9=1° resulta un gra-
do del ecuador de 111806.”6, que equivale & 26.564821 legnas mexi-
canas.

15.—Intersecciones del elipsoide con planos verticales,—To-
dos los planos que contienen Ia linea verti-
cal de un punto I/ (fig 22), se llaman planos
verticales, y estdn caracterizados porla pro-
piedad de ser perpendiculares al plano tan-
gente en I/, que se llama el hiorizonte de es-
te'punto. Entre todos los planos verticales
hay uno cuyo azimut es de 90°, 6 bien que
forma un 4ngulo recto con el meridiano, y

getialala posicion de los puntos Hste y Oeste.

f
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Este plano es el que se designa con el nombre de primer vertical, se-
gun se ha dicho en la Topografia.

La interseccion de cualquier plano vertical con la superficie de:la
tierra produce una elipse cuya ecuacién vamos 4 determinar con el
objeto de hallar su radio de curvatura en el punto 37, por ser de uso
frecuente en la Geodesia. Sea M P una parte de la seccion origina-
da por el plano vertical PM @, que forma con el meridiano un 4n-
gulo azimutal B M P =u. Tomando por planos coordenados el ecua-
dor 4 C D, el meridiano 4 C B y otro meridiano B C D perpendicu-
lar 4 éste, adoptemos por eje de las z la linea C'4, por eje de las y
la CD, y finalmente la C' B por eje de las z. Segin esto, las coorde-
nadas de un punto cualquiera P de la interseccion serdn: z’ = C§,
y' =81y # =TP;y como P estd situado en la superficie del elip- -
goide, sus coordenadas satisfardn la ecuacion de éste, que es:

azzré i be(mu L yrz) = b
y que introduciendo el valor de b2, puede ponerse bajo esta forma:
5’2 o (1 B 62) (xrz_l_yrz)zae (1 Ex 8-2)

Tomemos ahora en el plano de la curva la vertical G M por eje de
ordenadas siendo ( el origen, y designemos por z & y las coordena-
das del mismo punto P referidas 4 este eje; 4 saber y=G @, 2 =0 P.
Hallando los valores de 2/, ' y #’ en funcion de z ¢ y, y sustituyén-
dolos en la ecuacién del elipsoide, determinaremos la de la curva.
Para esto tracemos:la linea P N perpendicular al meridiano, asi co-
mo en este plano las lineas NL y L R, la primera paralela y la se-
gunda perpendicular 4 C 4. El plano P @ N resultard perpendicular
& G M, formando las lineas P Q y @ Nel dngulo P @ N igual al azi-\
mut '« de la seccién. Tgualmente la'linea N @), perpendicular 4 G M,
formard con L R, perpendicular 4 (' 4, el 4ngulo :

NQL=MGA=¢
De aqui se deducen los valores signientes:

SR QR=NL s =PN . o' =RQLQL




-Y como ademds se tiene:

2
o an i85 9 N P = zsen. 1

s
G R =ycos. ¢ Q@ R=1ysen. @;
NL=NQsen.@=zxcos.usen. @ QL=N () cos. @ =2 Ccos. uC0s. P

resultard sustituyendo:

2
sl 80000 -+ 9 c0s. @ — x cos. U sen. @

y' = zsen.u

2" = ysen. @ -+ & cos. U C0S. P

Introducidos estos valores en la ecuacion del elipsoide, y haciendo
para abreviar:

ac (1 —é)cos.usen. 2@
r

_ 2ed(1=d)es’p
¥ T

A=1—¢(1—cos*ucos. ) D=—

B=1—¢cos} E

2
C=¢"cos. usen.2 @ ¥ = :— (1—¢")?(1-+¢ cos’* @)

se obtendrs ficilmente la siguiente ecnacion de la curva; .
As 4 By + ny+Dx+Ey=F

que es la de Ia elipse que resulta de la interseccion de la tierra con

el plano.
16,—Designando ahora por R, el radio de curvatura para un pun-

to de esta seccion, se tiene:

2 7
y diferenciando dos veces la ecuacion anterior en el supuesto de ser
d » constante, se obtendrd sucesivamente:

dy 24x+Cy+D

de = = 2By+CstF

Lop 48 1 904y
E__y___QATQL da +_QCdoj
do? .~ 2By+ Ca+ E

€

Sustituidos estos valores en la expresion de R, , dardn el radio de
curvatura del punto cualquiera de la curva cuyas coordenadas sean
z € y; pero como el que importa conocer es el correspondiente &4 M
cuyas coordenadas son 2 =0, y = ig;‘—” , tendremos introducien-
do estos valores y los de los coeficientes A B C, etc.:

d’y  r[1—€(1—cos’ucos’@)]
By, a(1=e"

En consecuencia, el radio de curvatura en el punto I, es:

a(l—e)

r(1l—e*+ecos*ucos @)

Rn —

riy

Cuando u es igual 4 0° ¢ 4 180°, esto es, cuando el plano secante
se confunde cou el meridiano, resulta:

ey s RS 14 S,
T ir(l=¢ésent@ T

que es en efecto el valor de p hallado para el radio de curvatura del
meridiano. Siw=90°, 6 bien u = 270°, se obtiene:

p o 6(1=¢)
B r(l—¢) " r

e

luego el radio de curvatura de una seccitn perpendicular al meridiano es
igual & la normal mayor del punto de intersecciin de los'dos planos.
Para facilitar el cdleulo logaritmico de la expresion (25) elevemos
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el denominador al numerador desarrollando hasta la segunda poten-
cia de ¢ y teniendo presente que - = N, resultard:

2 =N (1—¢ cos.’ @ cos’u)
de donde se obtiene la formula logaritmica:
log. B, =log. N — Me¢*cos’ @ cos.tu

Esta ecuacién suministra directamente el log. del radio de curva-
tura de Ja seccién cuyo azimut es'u, conociendo el de la normal ma-
yor que corresponde 4 Ja misma latitud. (Caleulando el logaritmo de
la cantidad constante M ¢2, se tigne:

log. R, = log. N — (7.46219) cos” @ cos." u

Determinemos, por ejemplo, el radio del circulo osculador de la
seccién que forma un dngulo de 45° con el meridiano de México.

. 7.46219
A 9.94903
08 teve vvre 9.69897 log. N= 6.8048041

7.11019..0000eeevenenene — 0.0012888

—

]()g- .Rﬁ = 6.8@35153 Rﬁ == 6360852111

Como una de las Tablas que van al fin de este Capitulo proporcio-
na los logaritmos de las normales para todas las latitudes de la Re-
publica, se calculard con la mayor fucilidad el radio de curvatura de
cualquiera seccién que tenga w por azimut.

17.—8i en los coeficientes 4, B, C, etc., de la ecuacion general de
las secciones verticales del elipsoide se hace w=90°, se nulificarin
los valores de ('y D, resultando A2? + By? + Ey=F por ecua-
cién de la seccion originada por el primer vertical, referida al extre-
mo de la normal menor como origen. Busquemos los semiejes a’ y &'
de esta elipse. Desde luego, haciendo z = 0, se obtiene para los pun-
tos My K (fig. 1%): ;

By+ Ey=F

29
cuya resolucién da los dos valores siguientes, que corresponden 4
aquellos puntos:

P il 1.41”'
958 2B\

La semidiferencia de éstos suministrard el semieje menor M K, &
saber:

E iBF__ aé(l—e)cos’@ }“Z:T—e cos.* ¢

bzéfi\h-‘_ TET T r(l—¢€'cs’@) VT st

o S At
B ?'(l—eco:, cp)

Para calcular el semieje mayor a’ es necesario determinar las coor-
denadas de un punto por lo menos. Conservando el mismo eje de
ordenadas M K, la ecuacion de la curva referida 4 su centro S serd:

G’Iy?+b’2m?:(£’2bf!

Caleulemos las coordenadas del punto de la elipse que estd situado
en el ecuador, y cuya proyeccién es . Se tiene:

a (1-_—0) _a(l—€) a(l—e") e'cos’ @

f=y=1 ¢ =
BGueyest KA= (1 fcos’@) | T r(l1—e'cos’ @

La abscisa, que estd situada en el plano del ecuador, serd media
proporcional entre las dos partes del didmetro 2a, y asi:

2 2
2= (a4 25222) (a=20022) = 2 (s’ )

7

Conociendo los valores de « é y, la ecuacién de la curva da:
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Con los valores hallados s¢ tiene —g-’%:e? c0s.2 @, por lo cual se
encuentra;
G derosie) o 1-pidelen’pre i @
P 1—c'cost @) = 77 (Q—¢écos’ @) (L+e cos’ @)

a’ (1—=e) 1+ e'cos! @)

= pf (1—dcos @) (L€ cos’ @)

ot g 1—¢ )%
e N
r \ 1—e cosi ¢

Ta excentricidad de esta seccion puede caleularse por la formula:

y finalmente:

1—¢? L weentg

T 1—~deosip | l—e'cos’@

la excentricidad es nula cuando ¢ =10, y es

por la caal se ve que : 1
0°, creciendo en general con la latitud.  En

igual 4 e cuando ¢ =19 ; :
efecto, si suponemos el punto M en A, su primer vertical se conlfun-
de con el ecuador, que es un circulo; y si se supone en B, su primer
vertical serd un meridiano perpendicular al de la figura. A la latitud
de México el cnadrado de la excentricidad del primer vertical es s6lo
¢'2 = 0,0007435, 6 proximamente la décima parte del valor que ob
tuvimos para el meridiano; de lo cual se deduce que aquella seccion
difiere muy poco de un circulo. #

Un arco de g grados de amplitud y perpendicular al meridiano
abrazard una extension dada por la formula:

¢ = ib%?gNz(&QMSTH)gN

y puesto que N es mayor que p, concluiremos que en el sentido de
Oriente 4 Poniente Ja curvatura de la tierra es algo menos pronun-
ciada que de Norte & Sur. De la formula precedente resulta que 4
Ja latitud de México un grado del primer vertical tiene 111347.76,
y 30.2930 el arco de 1/, extension que es 0."184 mayor que 17 del

meridiano.
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18.—Reduccién de las lineas geodésicas 4 segundos.—Se lla-
ma linea geodésica la distancia mds corta que hay entre dos puntos
del globo, contada sobre la superficie de éste.” Generalmente hablan-
do, esta linea es de doble curvatura, puesto que
las normales de sus diversos puntos no estin en A B
un mismo plano; pero como las mayores lineas
geodésicas que se consideran en.la prictica co-
mun de la ciencia, son muy pequeiias respecto
del radio del elipsoide, ningln error apreciable
se origina de suponerlas curvas planas; y asi es
que las consideraremos como rigurosamente ta-
les.

Sea 4 B=/ (fig. 3%) la linea geodésica que
une'los puntos A y B, y que por su pequefiez relativa se confunde
sensiblemente con el arco trazado con el radio 04 = R, de su circu-
lo osculador. 8i con un radio C'a tomado por unidad, se describe el
arco a b =0, este arco medird la amplitud de %, y la figura da la pro-
poreibn 1:6:: R, : k, de donde se obtiene:

En esta ecuacidn ¢ representa el arco expresado en partes de la
unidad con que estd descrito; para que exprese segundos, serd nece-
sario multiplicarlo por sen. 1,y s¢ tendrd poniendo el valor (26)
de: B« '

k

0 == L (feigbens P cos )T =
l\sen.l”( )

k| Eécos’ocos’u

Nsen.1” Nsen.1”

x 1 A
Haciendo €= .7 J calculando el logaritmo de la constante,
tendremos:

0= Ck - (7.82441) Ck cos.* ¢ cos.* u

Ll coeficiente O hace un papel importante en la prictica, y sus lo-
garitmos se hallan calculados en una Tabla del Capitulo VIL
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Como ejemplo-caleularemos el dngulo que forman las verticales de
dos:puntos cuya distancia, reducida al nivel del mar, es &= 3860007,
con un azimut de 30° y siendo Ja latitad 21° 30",

r

o 8.5095868 CONSEi s easiues: 1182441
B or dannness 4.5063020 9.93735

3.0658893
1163".83

B0 A LA R IORT T ORT

0=1168"9 =1928"9

19.—Reduccidn de segundos 4 metros,—Este problema, inver-
so del anterior, tiene por objeto hallar la extengion k de la linea geo-
désica cuya amplitud es ¢. La ecuacién (29) da, expresando 4 0 en
segundos:
L=0R,sen. 1"

Sustituyendo el valor de R, y el de G, 6 lo que es lo mismo, des-
pejando 4 £ en la formula (30), resulta:

() )
b e L T RO 15165 2 2
k 0 (7.82441) A

Ejemplo. A lalatitud de 32° jqué distancia habri entre dos pun-
tos del meridiano cuya diferencia de latitud sea 0 = 25’ 37"

3.8866739 Const 7.82441
s erneennes 8:0095742 e 3.85684

4.6772997 4.67730
47566".3 ' 0.00000

e

L3 S e L L )
k= 47338.70

En casos como este, puesto que se trata de una linea cuyo azimut
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es nulo, seria preferible hacer uso de la formula (19) cuando se tiene
ana Tabla de los logaritmos de p como la que va al fin d?i este Ca-
pitalo. Expresando 4 0 en sogundos y haciendo 4 = — 77 5 88
tendra:
0.
ko
Los logaritmos de A son tan Gtiles como los de C, y constan igual
mente en la Tabla del Capitulo VIL Eu el ejemplo precedente se

obtendria:

3.1866739
8.5114678

veeeeareenees 46752061 k=47338"

90.—Diferentes formas de las expresiones geodésicas,—La
primera de las Tablas que terminan este Capitulo contiene los loga-
ritmos de 7, B y N calculados de 30" en 30’ para todas las latitudes
de nuestro pais, con sus diferencias por 1/, cuyo objeto es el de fa-
cilitar 1as interpolaciones para cualquiera latitud intermedia. Hstas
diferencias son comunes & todos los Jogaritmos de aquellas cantida-
des, correspondientes 4 ]a misma linea horizontal, teniendo presente
que ry R van decreciendo y N aumentando cuando crece la latitud,
que es el argumento de la Tabla.

Ta Tabla II contiene los logaritmos de py el valor del 4ngulo de

" 1a vertical v =¢—¢' también con sus diferencias por 1’. La III da

>
en metros, los valores crecientes de los grados del meridiano, y los

decrecientes de los grados de los paralelos, con sus diferencias co-
rrespondientes.

Para calcular estas Tablas me he valido de las formulas desarro-
lladas hasta aqui; pero como no es raro encontrarlas en algunas obras
bajo otras formas que presentan ventajas peculiares, daré & conocer
estas transformaciones refiriéndome {nicamente 4 las principales li-

neas del elipsoide. Algunos calculadores hacen uso de dngulos auxi-
Topografia. T, IL—3,




